[. COLTESCU GH. DOGARU

ANALIZA MATEMATICA I

0°F 0°F
OXoy  OyoX




PREFATA

In ultimile decenii, majoritatea disciplinelor de matematica si-au schimbat mult
aspectul fie printr-o precizare a continutului, fie adoptdnd o forma noua de expunere
care sa corespunda procesului general de modernizare a matematicii. Evident ca,
analiza matematica nu poate raméne in afara acestei evolutii. Daca nu poate fi vorba de
o schimbare de fond a contintului analizei matematice, in schimb credem ca forma de
expunere trebuie sa sufere unele modificari.

In ansamblul disciplinelor care fac parte din planul de invatamant al unei facultéti
tehnice, analiza matematica trebuie sa se coreleze cu alte displine ca algebra,
matematici speciale, analiza numerica si altele.

In cartea de fata pe care autorii o prezinta, printre altele o importanta deosebita s-
a acordat modernizarii ca forma a analizei matematice. O modernizare exagerata si
fortata in detrimentul continutului clasic al analizei matematice ar constitui un egec. Din
aceasta cauza una din directiile importante a fost aceea de a gasi masura potrivita de
expunere care sa echilibreze intr-un tot forma si continutul, intuitia raméanand in unele
locuri o metoda de baza pentru intelegerea anumitor notiuni.

Cartea “Analiza matematica I’ constituie un prim volum al unei serii de lucrari
dedicate studiului unor capitole importante ale analizei matematice moderne. in volumul
de fata sunt studiate unele notiuni fundamentale, cum ar fi cele de limita, continutate,
diferentiabilitate, schimbari de variabila si de functie, folosindu-se conceptul de spatiu
topologic si spatiu metric.

Am ales acest cadru intrucat permite, pe de o parte, o tratare unitara a unor
probleme fundamentale, fiind suficient de larg pentru a include principalele probleme ce
intervin frecvent in diferite domenii teoretice si practice, iar pe de alta parte, permite o
deschidere spre abordarea lor intr-un cadru mai general.

Avand in vedere ca problemele care fac obiectul analizei matematice nu sunt
usor accesibile, am urmarit introducerea motivata a notiunilor gi problemelor, o tratare
care sa se sprijine pe exemple cat mai sugestive si am incheiat fiecare capitol cu un
paragraf de exercitii rezolvate in care sunt prezentate un numar mare de exercitii de
dificultati diferite rezolvate complet.

Cartea se incheie cu un capitol ce propune spre rezolvare un numar foarte mare
de exercitii corespunzatoare fiecarui capitol tratat, din dorinta de a da posibilitatea
cititorului sa se autoverifice in ce grad a inteles notiunile prezentate.

Speram ca lucrarea sa fie utila atat studentilor ce studiazd in programa
universitara analiza matematica, profesorilor de licee care-si pregatesc examenle de
definitivat sau grad, cat si tuturor celor care doresc sa invete si sa aprofundeze
matematica moderna a zilelor noastre, facilitandu-le intelegerea mai precisa si mai
aprofundata a unor notiuni si modele matematice de mare finete.
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CAPITOLUL |
RELATII. MULTIMI NUMARABILE Sl
NENUMARABILE

1. Relatii. Definitie. Proprietati generale
Se considera cunoscute notiunile de: multime, clasa, operatii cu multimi gi
logica matematica.

Definitia 1.1.1. Fie A si B doua multimi oarecare. Se numesgte relatie de
corespondenta intre multimile A si B tripletul notat astfel: SR:(G;A;B) unde:

G =A xB, numit graficul (graful) relatiei R ;
A - domeniul de definitie sau sursa relatiei R ;
B - codomeniul sau adresa relatiei ‘R ;

Observatia 1.1.1.
a) Daca B =A atunci relatia R este notata cu (G,A)gi se numeste

relatie in A, iar graficul sdu este multimea G c Az
b) (x.,y)eG daca si numaidaca xRy ;(x este inrelatia Rcu y );

c) (x,y)gG dacé si numai daca xRy ;(x nu este in relatia %icu vy );

d) Fie P(AxB) numarul pdrtilor multimii AxB . Multimea tuturor
relatilor R =(G;A;B) este in corespondentd biunivocd cu
multimea P (AxB).

e) Daca cardA =n, atunci cardP(A)=2". intr-adevar C* prin definitie

reprezintd multimea tuturor submultimilor cu k elemente formate
dintr-o multime cu n elemente i C° +C +..+C* +..+C =2"

Exemplu:
a)  A={123}, P(A)={L{1},{2}.{3}.{1.2}.{13}.{2.3}.{1.2,3}}
{Z}EP(A), {2}CA , 2€A
b) Dacd M este o multime si P (M ) multimea partilor lui M , atunci
multimea G ={(a,A)eAxP(M)lacA} este graficul relatiei de
apartenenta.



Definitia 1.1.2. Fie A si B doud multimi oarecare si % =(G;A;B) o
relatie intre cele doud multimi. Se numeste relatie inversa (reciproca sau
simetrica) a relatiei R relatia R :(G";B; A) definita astfel:

(x,y )eG™ dacé si numaidaca (x,y )eG sau yR™'x dacd si numai daca
XRy .

Definitia 1.1.3. Fie A B, C trei multimi oarecare si R, =(G;A;B) si
R,=(G,;B;C) doud relatii oarecare. Relatia R=%,-%,, datd de tripletul
(G,A,C), In cazul in care exista, se numeste compusa relatiilor %, si R,si

este definita astfel:
XNz daca gi numai daca exista y € B astfel incat xR,y si yR,z.

Propozitia 1.1.1. Dacd %R, =(G;A;B), %R,=(G,;B;C) si exista
R =N, oR,, atunci existd R~ si are loc relatia:
R =(R,oR,) =R oK'

Propozitia 1.1.2. Compunerea relatiilor este o operatia asociativa, adica,
daca R, R,, R, sunt relatii care se pot compune in ordinea ‘R, o R, o R, atunci:

(‘.R} oi}{z)oiRl =R, 0(‘.}{2 °m1):m3 ok, o R,

Observatia 1.1.2. Relatia este generalizarea notiunii de functie, adica:
Fie R= (G ;A;B) o relatie care verifica proprietatea:
XRy si xRz rezultd y =z , atunci relatia R este functia f :A > B .

2. Tipuri de relatii

Aici se definesc cateva tipuri de relatii care sunt foarte intalnite in practica.

Definitia 1.2.1. Daca R =(G,A) indeplineste urmatoarele proprietati:

1° xRy implica yRx, pentru orice X,y € A (simetria);

2° xRx , pentru orice x € A (reflexivitatea);

3 xRy si yRz implicad xRz, oricare ar fi x,y,z €A (tranzitivitatea),
atunci R se numeste relatie de echivalenta in multimea A .

Definitia 1.2.2. Daca relatia % =(G,A) verificd proprietatea [xRy si
y Rx , implica x = y] atunci relatia ‘R este o relatie antisimetrica.

Definitia 1.2.3. O relatie R definitd in multimea A care este reflexiva si
antisimetrica se numeste relatie de preordine.



Orice relatie de preordine care este si tranzitiva se numeste relatie de
ordine.

Exemple:
a) Fie A si B doua multimi oarecare, relatia "~" numita relatia de
echipotenta definita astfel:

A ~B daca si numai daca exista f :A > B, f bijectiva; este o relatie de
echivalenta.

Rezolvare:

1° A ~ A intr-adevar daca se considera functia identica:

I, ;A —>A, 1,(x)=x

Este evident ca aceasta functie este o functie bijectiva.

Conform cu definitia relatiei "~" se obtine: A ~A .

2° A~B implica B ~A..

intr-adevar din A ~B rezultd ca existd f : A —» B bijectiva; dar se stie ca
orice functie bijectiva este gi inversabila si inversa sa este bijectiva. Deci exista
f ':B — A bijectiva din care rezultad B ~ A .

3° Trebuie aratat cd A ~B si B ~C implicd A ~C .Intr-adevar din faptul
ca A~B si B~C rezulta ca exista f :A —> B bijectiva si g:B —>C bijectiva;
deci exista h:A ->C; h=gof bijectiva. Atunci A ~C . Verificand 1°-3° din
definitia 1.2.1. s-a demonstrat ca relatia de echipotenta este o relatie echivalenta.

b) In multimea numerelor reale se stie ca exista relatia "<" definita astfel:

X <y daca x are imaginea pe axa reala la stanga imaginii lui y .

Relatia "<" este o relatie de ordine pe multimea numerelor reale.

1° x <x (reflexivitatea):

2° x <y siy <ximplica x =y (antisimetria);

3° x <y si y <z implicd x <z (tranzitivitatea).

Orice multime inzestrata cu o relatie de ordine de numeste multime
ordonata.

Definitia 1.2.4. Fie %=(G,A) o relatie de echivalentd definita in
multimea A si x € A, un element oarecare a lui A, atunci multimea notata astfel
X sau C, si definita astfel X=C, ={ye A/yRx} poartd denumirea de clasa de
echivalenta a elementului x , definita de relatia de echivalenta R .

Definitia 1.2.5. Multimea tuturor claselor de echivalenta a multimii A
definita de relatia de echivalenta R se numeste multimea cat a multimii A,
determinata de relatia de echivalentd R si se noteaza astfel: A/R (A factorizat

la R).



Propozitia 1.2.1. Fie ®=(G,A) o relatie de echivalentd a multimii A ;

atunci au loc relatiile:

a) x eC, =X, pentru orice x €A;

b) X =y daca si numai daca xRy .

Demonstratie:

a) Fie x e A un element oarecare, deoarece R=(G,A) este o relatie de
echivalenta, datorita reflexivitatii acestei relatii se poate scrie ca x Rx
deci X €X .

b) "="Se presupune ca X =V ; rezulta x,y €y rezulta xRy sau y Rx .
"«="8a presupunem ca xRy si trebuie sa demonstram ca X =y, dar
pentru aceasta trebuie aratat ca:

yc< X
{)? cy .
Fie z eX trebuie aratat ca z €y ; intr-adevar din faptul ca z eX rezulta
ZRx, dar din ipoteza se stie ca xRy , cum relatia R este o relatie de echivalenta
ea este si tranzitiva rezulta zRy. Deci z €y rezulta X cy .
Cealalta incluziune se demonstreaza in mod asemanator.

Observatia 1.2.1.
a) Din propozitia 1.2.1 rezulta ca doua clase de echivalenta ori sunt

disjuncte ori sunt egale si este evidentca A = U X .
X eA

b) Orice relatie de echivalenta pe A determina o partitie a acestei multimi
in clase de echivalenta modulo R .

3. Numere cardinale

Intr-unul din exemplele anterioare s-a definit notiunea de “echipotenta” si
s-a aratat ca aceasta relatie este o relatie de echivalenta. Cu ajutorul acestei
relatii se definesc numerele cardinale si se clasificda multimile dupd numarul
elementelor lor.

Definitia 1.3.1. Fie A o multime oarecare, daca A ~N se spune ca A
este 0 multime numarabila. (Orice multime echipotenta cu multimea numerelor
naturale este o multime numarabila).

Exemplu:
1. N2P:N2p+1
2. Q multime numarabila (Exercitiu)
Rezolvare:

- sunt multimi numarabile



1. Dupa cum se stie, pentru a arata ca multimea N, este numarabila
trebuie aratat ca este echipotentd cu N; adica trebuie construitd o functie cu
domeniul N si codomeniul N, functie care sa fie bijectiva.

Fie f:N—>N, , f(n)=2n este evident ca aceastd functie este atat
injectiva, cat si bijectiva.

In mod asemanator se arata ca N~ N, ,, construind functia

f:N->N,,,f(n)=2n+1.
Fie T multimea totald si P(T) multimea partilor acestei multimi. Fie
Ae P(T) o multime oarecare.

Definitia 1.3.2. Multimea C,={BeP(T)/B~ A} se numeste cardinalul

multimii A sau clasa de echivalenta definitd de A in multimea P(T).

Daca:

A are un element rezulta C, =1

A are doua elemente C, =2

A~N, atunci C, =X, se citeste “alef zero” si reprezinta cel mai mic
infinit.

A~R, atunci C, =X, se citegte “puterea continuului” si este un infinit mai
mare decat X, .

Definitia 1.3.3. O multime infinitd care nu este echipotentd cu multimea
numerelor naturale se numeste multime nenumarabila.

O categorie foarte importanta de multimi nenumarabile sunt multimile sin
clasa de echivalenta puterea continuului, adicad cele echipotente cu multimea
numerelor reale.

Cu numerele cardinale se pot defini operatii de adunare, inmultire si
ridicare la putere (cdnd numerele cardinale sunt finite aceste operatii se cunosc).
Definitia ce urmeaza pentru aceste operatii poate fi folosita si in cazul in care
numerele cardinale sunt infinite.

Definitia 1.3.4. Fie n=card A, m=card B, unde A si B sunt doua multimi
oarecare din P(T).

1° n+m=card (AUB); AnB=¢

2° nxm=card (AxB)

3% n" =card A®
A®={f/f:B— A} - multimea tuturor functiilor ce pot fi definite peB cu valori
in A.

Exemplu: ¥, +8N, =¥, A=N, ,B=N

2p? 2p+l



AUB=N, UN, =N
Multimea tuturor numerelor cardinale infinite este o multime ordonata care
are un prim element si aceste este X, dar care nu are un ultim element (deci cu

alte cuvinte multimea numerelor cardinale infinite nu este marginita superior, vezi
exercitiul 5b).

2p+l

Propozitia 1.3.4. (TEOREMA LUI CANTOR): Multimea tuturor numerelor
reale cuprinse in intervalul [0,1] este o multime nenumarabila.

Demonstratie: Se presupune prin absurd ca multimea numerelor reale din
intervalul [0,1] este numarabila; atunci aceste numere pot fi puse in
corespondenta biunivoca cu termenii unui gir dupa cum urmeaza:

b =0, ajaa;..a...

2,242 2
b,=0, a’a,a;...a,...

b,=0, a'aja;...a ...

unde: a’ €{0,1,2,3,...,9}

Se arata prin constructie ca mai exista inca un numar subunitar care nu
face parte din sirul anterior. Intr-adevar daca se considera numerele:

b=0, a,a,a,..4,...
unde:
a #0,a #9a, #a,

a, #0,a, #9,a, # a
a, =0a,#9a, #a,

Se observa ca:
b = b, cel putin prin prima cifra
b = b, cel putin prin a doua cifra
b = b, cel putin prin a n-a cifra

Deci acest numar b este subunitar, dar nu face parte din multimea
{b,} . ceea ce aratd ca presupunerea ca numerele reale din intervalul [0,1]

este o multime numarabila este falsa.



4. Exercitii rezolvate
Exercitiul 1.4.1. Fie relatiile binare R,,R,,R, care au urmatoarele grafice:

6. = {(11).(12),(2:2)(32)
6., - {(12).(13),(22),
Gg, = {(1’2)’(2’3)}

a) Sa se determine domeniul, codomeniul si simetricile acestor relatii
b) Sa se studieze reflexivitatea, simetria, antisimetria si tranzitivitatea
acestor relatii
Rezolvare:
a) Fie A si B doua multimi. Daca vxeA si VyeB, x Ry atunci
A =DomR (domeniul lui R), B=RanR (codomeniul lui R).
Tinand cont de acestea se observa ca:

= (19).(21).(22),(2:9)

G,
Gy, ={(21).(31).(2.2)

GR; - {(3’1)’(3’2)}

DomR, ={1,2,3}; DomR, = {12} ; DomR, ={1,2} .
RanR, ={12}; RanR, ={2,3}; RanR, ={2,3}.

b) R este simetrica daca GR1,1 c Gg

R este reflexiva daca G, < Gy

R este antisimetrica daca G, NG_,

cG,

R este tranzitiva daca G, ; < G,

Este evident ca GR1,1 ¢GR1; GRZ,1 chR,2 Si GR3’1 chR3. Deci relatiile
R,,R,,R, nu sunt simetrice.

S-a aratat cd DomR, ={12,3} = A,.

G, ={(11).(22),(33)}

Cum G, NG, , ={(11),(22)] c G, rezulta ca R, este antisimetrica.

Analog se arata ca R, si R, sunt antisimetrice.

Cum G, ={(L1),(2.2)(3,3)} @ {(L1),(1,2)(2,2)(3,2)} = Gy rezulta ca R, nu
este reflexiva. Analog se arata ca R, si R, nu sunt reflexive.

Cum Gg ., ={(11).(12)(22),(3.2)} =G, atunci R, este tranzitiva. Se
observd ca (12)eG, , (23)eG, , (13) G, . Deci G, ., @ G . Asadar, R, nu
este tranzitiva.



Exercitiul 1.4.2. Fie relatia R care are urmatorul grafic:
G, = {(m,n)‘m,n e Z,m|n} . Sa se arate ca R este o relatie de preordine pe Z .

Rezolvare:

Pentru ca relatia R sa fie relatie de preordine trebuie ca R sa fie reflexiva
si tranzitiva.

Este evident ca G, :{(m,n)|meZ} si de asemenea este evident ca
G,Z c G;. Deci R este tranzitivd. Cum R este reflexiva si tranzitiva, rezulta ca

R este o relatie de preordine.

Exercitiul 143. Fie R o relatie al carei grafic este
Gy = {(m,n)‘m eZ,ne’Z 3|m—n} .

Sa se arate ca:

a) R este o relatie de echivalenta pe Z .

b) Sa se scrie clasa de echivalentd X, x € Z

c) Sa se determine multimea factor Z/R .

Rezolvare:
a) Trebuie aratat ca R este reflexiva, simetrica si tranzitiva.

Cum 3‘x—x (V)xeZ se obtine cad G, — G. De aici rezultéd cad R este
reflexiva. Cum 3|m—n=3|n—m se obtine ca G_, =G, . De aici rezulta
ca R este simetrica.

Deoarece 3|m—-n si 3|n—p implicd 3|m—p se obtine cd G, = G,. De

aici rezulta ca R este reflexiva, simetrica gi tranzitiva. Deci R este relatie de
echivalenta.

b) )“(:{yeZ‘3|y—z, XEZ}={3K+X|k€Z, x e}
c) Dacd x >3 atunci x =3k +r, r€{0,12}. Atunci x—r =3k.

:fz{XeZ|x—r=3k}:f<.Deci X=r

Dar 0={3k}, ; 1={3k+1} _; 2={3k+2}, .

keZ’
De aici rezultd ca multimea factor Z/R este Z/R = {(A),i,é} .

Observatie:
Relatia R al carei grafic este dat in acest exercitiu se poate generaliza la

relatia R" al carei grafic este G, = {(m,n)

p‘m—n, m,n € Z, peZ*}.

Se arata in mod analog ca aceasta relatie este o relatie de echivalenta si
Z/R ={02...p—1).

Aceasta relatie R™ este relatia de congruentid modulo p.

Exercitiul 1.4.4. Fie Ac X si ¢, : X - S={0,1} astfel incat



1, daca xe A
#a (%)= {O,dacé xe X\ A
Sa se arate ca pentru A,B < X au loc proprietatile:
a) A=Bo g, =g
b) Pa5 = Pa Ps
C) ANB=¢0 0, s =0, ¢
d) ¢ca =1-9,
€) Pas =Pa—Pa Ps
f) Gae =P+ 05— s 05
Rezolvare:
a) Din definitia functiei caracteristice este evidentcad A=B < ¢, = ¢,.

b) Din xe AnB=xeAsi xeB=p, ;(X)=1=¢,(x)=1si
§DB(X):1:>¢AmB(X)Z¢A(X)'(PB(X)-

Daca xgAnB=xcAsi x¢gBsau xgA si xeBsau xgA si xgB.

Deci x¢ ANB= ¢, 5(X)=0 si ¢,(x)-9,(x)=0.

Deci X2 ANB= ¢, 5(X)=0,(X) 05(X).

c) Se rationeaza ca la a).
d) AUCA=X; AnCA=¢. Tindnd cont de <c) se obtine

Pa+Pea =12 0ca =1-0,.
e) Deoarece

A-B=ANCB= 0,5=0ucs=0 P =0s(1-05) = 00— 04 05
f) Deoarece AuB=(A\B)uU(B\A)U(ANB) se obtine:

Prg =PastTPoatTPag=Pa=Pa Pt P —Pp Pgt+Pp Qg =0+ Pg =Py Pg

Exercitiul 1.4.5. Fie M o multime oarecare. Sa se arate ca:
card P(M) =2

Rezolvare:
Fie multimea S ={0,1} si S multimea functiilor definite pe M cu valori in

Se considera functia f: P(M) — S" definita astfel f(A)=¢, (V)AcM.

Este evident ca proprietatea A=B < ¢, =¢, aratd ca f este injectiva.
Surjectivitatea este evidenta. Deci f este Dbijectiva. Atunci card
P(M)=card S"=2%"

Observatie:



Din rezolvarea anterioard rezultad c& egalitatea card P(M)=2""" este
adevarata atat pentru card M finit cat si infinit. In cazul in care cardM este finit
adica card M = n atunci card P(M) =2" se poate demonstra si astfel:

Se stie ca P(M) este formata din toate submultimile multimii M. Conform
cu definitia combinarilor, numarul submultimilor cu k elemente 0 <k <n care se
pot forma dintr-o multime cu n elemente este C;.

Atunci card P(M)=C) +C, +CZ +...+C; =2".

Exercitiul 1.4.6. Orice reuniune finitd sau numarabila de multimi
numarabile este o multime numarabila.

Rezolvare:

Exercitiul se mai poate scrie si astfel:

Ny +8, +..+8, =N,
Si

Ny + N, + 8, +.. =K,

Prima egalitate se arata inductiv.

Se gtie ca: N=N, UN, . si N, "N, ,=¢ unde N,  este multimea
numerelor naturale pare si N, , este multimea numerelor naturale impare. Se
aici rezulta ca N, +N, =,. (1) Se presupune adevarat ca N, +N, +...+ N, =N, Si

n-1ori

se demonstreaza ca N, + N, +..+ N, =, .

n ori

intr-adevar N, +8,+..+N, = [NO +N, +...+N0J+NO =N, +N, =N,. Atunci
n ori n-1ori

conform cu principiul inductiei N, +§, +...+X, =X, pentru orice n finit.

n ori

Pentru a demonstra a doua egalitate se procedeaza astfel:

Fie A ={a.a,...a},..}, k=12.. o familie numarabila disjuncta de
multimi numarabile.

Se considera functia f:| JA, > NxN definita astfel f(a,f)z(i,j). Este

k=0

evident ca aceasta functie este bijectiva. Daca se arata ca multimea NxN este
numarabila problema este rezolvata.

Daca se considera functia g:N — NxN unde g(n)=(n,0) este evident

ca aceasta functie este injectiva. Deci cardNxN > K. (1)
Fie h:NxN — N definita astfel:
(m+n)(m+n+1)

2
Se arata ca aceasta functie este injectiva.

h(nm)=n+



Fie (mn)=(m',n')=m+n=m'+n'. Fara a micsora generalitatea se
m+n)(m+n+1)

2

Deci (m,n)#(m',n')= h(m,n)#h(m',n"). Astfel rezulta ca functia h este
injectiva.

Deci card NxN <K, . (2)

Din (1) si (2) rezulta ca NxN este numarabila.

considera m'+n'=m+n+1, h(m',n')>( +n=h(m,n).

Exercitiul 1.4.7. Sa se arate ca orice doua intervale de numere reale cu
capete finite sunt echipotente.
Rezolvare:

Se arata ca [0,1] ~[a,b] .

Intr-adevar functia f:[0,1—[a,b] definitd prin f(x)=a+x(b-a) este
bijectiva. Deci [0,1] ~[a,b] (1).

Analog se arata ca [0,1] ~ [c,d] (2).

Cum relatia "~ " este tranzitiva din (1) si (2) se obtine ca [a,b] ~[c,d].

Exercitiul 1.4.8. Orice interval este de puterea continuului.
Rezolvare:

Pentru a rezolva aceasta problema trebuie aratat ca (a,b)~R
(cardR =&,; X, este numarul cardinal infinit numit puterea continuului).

Se considera functia f:(—%,%j—ﬂl%, f(x)=tgx. Aceasta functie este

evident bijectiva. Deci (—%gj ~R. Cum (a,b)~ (—%%j (conform cu exercitiul
7) datorita tranzitivitatii relatiei de echipotentd (a,b) ~ R . Se mai poate spune ca
(a,b) eN,.

Exercitiul 1.4.9. Sa se arate ca multimea numerelor rationale Q este

numarabila.
Rezolvare:

Fie Akz{%n:o, £1, +2, J_r3,...}keN.

Este evidentca Q =| JA, .

k=1

Cum A, €¥,, conform cu Exercitiul 1.4.6. | JA, eN,.
k=1
Deci Q este o multime numarabila.



Exercitiul 1.4.10. Sa se arate ca multimea numerelor prime p este o

multime numarabila.

Rezolvare:

Pentru a arata ca P este numarabila, trebuie aratat ca P nu este finita
(P = N evident).

Se presupune P ={p,,p,,....p,}. Fie g=p,p,..p,+1. q este evident prim
si este mai mare decéat toate numerele prime p,,p,,...,p,. Deci q € P. Asadar
multimea numerelor prime nu poate fi finita. Atunci P este numarabila.

Exercitiul 1.4.11. Sa se arate ca produsul cartezian al unui numar finit de
multimi numarabile este o multime numarabila.

Rezolvare:

Tindnd cont de operatiile cu numere cardinale, exercitiul se reduce la

egalitatea Ny =N,, n finit.

Se demonstreaza inductiv.

In rezolvarea exercitiului 1.4.6. s-a aratat ca NxN este numarabila, adica
N, N, este numarabild. Se presupune adevérat ca Nj ' =N, si se demonstreaza

ca Ny =¥,.
Intr-adevar 8] =N77-8, =K, N, =§,. Atunci conform inductiei N} =¥,,
pentru orice n finit.

Exercitiul 1.4.12. Multimea sirurilor de numere naturale este o multime de
puterea continuului.

Rezolvare:

Deoarece multimea sirurilor de numere naturale este N, atunci exercitiul
se reduce la egalitatea N}° =N, .

Deoarece multimea N" contine multimea functiilor constante, atunci
evident cd Ny° >N, .

Se presupune ca N este o multime numérabila, adicd N" = {f } _ .
Se considera functia g =1+f7, .
Deoarece geN" si N" numarabila, existdi neN astfel incat g=f,
atunci f,(n) =1+f,(n) = 1=0absurd.

Deci N" nu este numarabila. Asadar, X}° > X, . Deci Xy =N

c-



CAPITOLUL I
SPATIU TOPOLOGIC. SPATIU METRIC. SPATIU
BANACH

1. Spatiu topologic

in matematica existd doud categorii de structuri:

- structuri algebrice;

- structuri topologice.

Cu ajutorul structurilor algebrice dupa cum se stie, plecand de la
elementele cunoscute ale unei multimi, se genereaza alte elemente ale acesteia.

in cadrul structurilor topologice poate fi definitd notiunea de vecinatate,
notiune cu ajutorul careia poate fi definitéd notiunea de limita, care dupa cum se
stie este o notiune fundamentala a analizei matematice.

Definitia 2.1.1. Fie E o multime oarecare si P(E) multimea pértilor
acestei multimi.
Daca 7 c P(E_)_ satisface proprietatile:
1° der; Eer
2° Fie 3 o multime de indici si A €7, oricare ar fi i € 3 rezulta UA,. €T

i€l

(Orice reuniune de multimi din z apartine tot lui 7).

3° Fie A ez, i=1n rezultd (A ez
i=1
(Orice intersectie finita de multimi din z este tot o multime din 7 ), atunci
7 se numeste topologie a multimii £.

Cupletul (E,7) se numeste spatiu topologic.

Exemplu:
a) 7 ={®;E} este o topologie a multimii E.

b) = P(E) este o topologie a multimii E.

Rezolvare:

Pentru a arata ca aceste multimi sunt topologii trebuie verificate cele trei
axiome din definitia 2.1.1.

a) 1°®der; Eer inmod evident.

2° Multimea maximala de indici este S={1,2} pentru ca r are doua
elemente.

OUE=Eer
ONE=ber

b) 1° ® e 7 si E e 7 in mod evident tindnd cont de forma lui P(E).



2° Fie A e P(E), pentru orice i € 3 avem | JA eP(E)=1

ie3

3° Fie A e P(E), pentru orice i eln rezults ﬁA,. eP(E)=1

i=1

Observatia 2.1.1.:

a) Multimile oricarei topologii se numesc multimi deschise in topologia
data.

b) Topologia 7 ={®;E} se numeste topologie banald a multimii £, iar
topologia 7 = P(E) se numeste topologie discreta a multimii E.

c) Oricare ar fi E ea poate fi inzestrata cu o structura de spatiu topologic
deoarece i se pot asocia cel putin topologia banala si topologia
discreta.

Definitia 2.1.2. Fie 7, si 7,, doud topologii ale multimii E. Se spune ca
topologia r, este mai fina decéat topologia r,, daca are loc relatia 7, o 7, Si se
noteaza astfel: 7, > r,

Relatia de finete definita de definitia 2.1.2 este o relatie de ordine pe
multimea tuturor topologiilor multimii £. Tn raport cu aceasta relatie de ordine,
topologia banala este un prim element in multimea topologiilor, iar topologia
discreta este un ultim element in multimea topologiilor.

Definitia 2.1.3. Fie E o multime inzestrata cu topologia 7 si x, € E un
punct oarecare; multimea V este o vecinatate a punctului x,, daca exista o
multime G e r astfel incat x,eGcV.

Exemplu:
Daca E=R atunci 7, (x)={(x—&x+¢)|xeR, £>0| este o topologie pe

multimea numerelor reale. Aceasta topologie este topologia naturala a
numerelor reale.

Se verifica 1°-3° din definitia 2.1.1.

Tindnd cont de definitia 2.1.3 rezultd ca orice interval deschis este o
vecinatate pentru orice punct continut de acest interval.

Fie:

V, :(_2;4); X, =0; G:(_%;%] rezultd 0 eG V.

In spatiul topologic (R,rR(X)) se poate defini notiunea de multime
deschisa astfel:

Definitia 2.1.4. E c R este multime deschisa daca E = ¢ sau oricare ar
fi xeE existd r >0 astfel incat (x—r,x+r)cE.



O notiune importanta este notiunea de topologie indusa. Cu ajutorul
acestei notiuni, pornind de la o topologie data r se pot crea alte topologii,
conform urmatoarei propozitii:

Propozitia 2.1.1. (TOPOLOGIA INDUSA). Fie (E,r) - spatiu topologic si

F < E o submultime oarecare a acestuia, (z restransla F), 7, = {FmD De r}

este o topologie pe multimea F si se numeste topologia indusa pe F de
topologia 7.

Demonstratie:

Trebuie verificate cele trei axiome din definitia topologiei.

1° ® ez, si Fer,. Intre-adevér, deoarece r este o topologie a multimii

E si ®er si E er, decipe rolul lui D pot fi considerate:
®=D

sau
E=D rezultd FND=Fnder,

sau
FAD=FnEez,

0 : . . e <
2° Fie G, ez, oricare ar fi i e 3 rezultd | JG, e 7,
ie3
intr-adevar, dacd G, e r,., oricare ar fi i € 3 rezulta ca existad D, e r astfel
incat G, = F nD,, pentru orice i € J; atunci

UG,:U(FmD,)sz(UD,Jer,F.

i€l ie3 i€l
0 R n
3" Fie G, e 7, pentru orice i =1,n rezulta ﬂG, ET)p .
i=1
intr-adevar, dacad G, er,., pentru orice i=1n existd D, e r astfel incat
G, =FnD,, pentru orice i =1,n.

ﬁG, ﬁ FmD m(ﬁDijer/F

i=1 i=1 i=1

2. Caracterizarea topologica a punctelor unei
multimi

Notiunea de vecinatate permite clasificarea punctelor unei multimi in
puncte, in raport cu care se poate defini notiunea de limita pe multimea
respectiva.

Definitia 2.2.1. Fie (E,r) un spatiu topologic si AcE o multime
oarecare.



. Punctul x, € E se numeste punct interior al multimii A, daca exista

V,, (vecinatatea punctului x,) astfel incat V, c A.
Punctul x, € E se numeste punct exterior al multimii A, daca exista
V,, (vecinatatea punctului x,) astfel incat V, = C, (complementara lui

I;’qu)r.wctul X, € E se numeste punct frontiera al multimii A, daca pentru
orice V, (vecinatate a punctului x;) are loc relatia:
V, NAzd =V, NC,.
Punctul x, € E se numeste punct aderent pentru multimea A, daca
pentru orice V, (vecinatate a punctului x,) are loc relatia:
V, NA=D.

Punctul x, € E se numeste punct de acumulare pentru multimea A,
daca pentru orice V, (vecinatate a punctului x,) are loc relatia:

V, NA\{X,}#®.
Punctul x, € E se numeste punct izolat al multimii A, daca exista V,

(vecindtate a punctului x,) astfel incat V, nA={x,}.

Observatia 2.2.1.

1.

5.

6.

Multimea tuturor punctelor interioare multimii A formeaza interiorul

0
multimii A si se noteaza astfel: IntA sau A.
Multimea tuturor punctelor exterioare multimii A formeaza exteriorul
lui A si se noteaza astfel: ExtA.
Multimea tuturor punctelor frontiera ale multimii A formeaza frontiera
lui A sise noteaza FrA sau 0A.
Multimea tuturor punctelor aderente multimii A formeaza inchiderea

sau aderenta multimii A si se noteaza astfel: A.

Multimea tuturor punctelor de acumulare ale multimii A formeaza
derivata multimii A si se noteaza astfel: A'.

Multimea tuturor punctelor izolate ale multimii A formeaza partea
discreta a multimii A si se noteaza astfel: /ZA.

Daca se considera E=R si r topologia naturala, adica topologia
intervalelor deschise simetrice, atunci are loc urmatoarea propozitie:

Propozitia 2.2.1.

a) in topologia naturald a lui R interiorul oricarui interval de numere reale
este intervalul deschis.

b) Interiorul oricarei reuniuni de intervale din R este reuniunea intervalelor

deschise.

Demonstratie:




0
Fie A=[a,b] rezultd A=(a,b). Este evident ca spatiul topologic in care
se afla intervalul [a,b] este R inzestrat cu topologia naturala a intervalelor

deschise simetrice. Punctele lui R raportate la intervalul [a,b] sunt de mai multe
tipuri dupa cum urmeaza:

I° xeR|x<a

2° Xe R‘X IS [a,b]

3° xeR|x>b
1° Punctele XER|x<a, nu pot sa fie puncte interioare ale intervalului [a,b].
Intr-adevar, oricare ar fi x, e R cu x, <a rezulta

2
Orice interval deschis de acest tip nu poate sa fie inclus in multimea A.

Ceea ce arata ca aceste puncte nu sunt puncte interioare lui [a,b].

(x,—d,x,+d)z A d=

Se considera x, = a; in topologia naturala a lui R, orice vecinatate a lui
X, este de forma (a—-¢,a+¢), £>0.

Dar se observa ca pentru orice ¢ >0 (a —-g,a+ g) o4 [a,b], ceea ce arata

ca nu este un punct interior.
In mod asemanator se arata ca punctul x, = b nu este un punct interior al

intervalului [a,b].
Se arata ca oricare ar fi x > b acesta nu este punct interior al intervalului
[a,b].

2° Fie Xx,eRla<x,<b se noteazd cu d=inf{|x,-a|,|x, b}, atunci este

evident ca intervalul (xo —%,xo +%)c[a,b]:A. Deci rezultd ca x, este punct

0
0 ——
interior al intervalului [a,b] rezultd A= [a,b] =(a,b). Interiorul oricarui interval de

numere reale este intervalul deschis de numerele reale.

Multimea vecinatatilor in topologia naturala este mult mai bogata decéat
multimea tuturor intervalelor deschise simetrice, centrate in x.

Dar I, (multimea tuturor intervalelor deschise simetrice) este un sistem

fundamental de vecinatati pe x.

3. Spatiu metric

Daca in cadrul structurii de spatiu topologic densitatea elementelor putea
fi data numai cu ajutorul vecinatatilor fara a se putea stabili “distanta” dintre



acestea in cadrul structurii de spatiu metric va putea fi stabilitd si aceasta
“distanta”.

Definitia 2.3.1. (NOTIUNEA DE DISTANTA SAU METRICA) Fie E o
multime oarecare gi aplicatia d :ExE > R, .
Daca:
1° d(x,y)>0 oricare ar fi x,yeE si d(x,y)=0 dacad si numai daca
X=Y.
2° d(x,y)=d(y,x), oricare arfi x,y eE
3°d(x,y)<d(x,z)+d(z,y),(V) x,y,ze E  (inegalitatea triunghiului),
atunci aplicatia d este distanta sau metrica pe multimea E.
Cupletul (E,d) poarta denumirea de spatiu metric.

Propozitia 2.3.1. Orice multime E poate fi metrizabila (inzestrata cu
structura de spatiu metric).

Demonstratie:

Pentru a arata aceasta afirmatie este suficient sa se construiasca pe
E xE o aplicatie d, care sa verifice axiomele definitiei 2.3.1. intr-adevar daca se
considera:

d:ExE—->R_, d(x,y)={

1, xzy
0, x=y
d este o distanta pe E deoarece verifica toate cele trei axiome.
1° Axioma 1 este evidenta din modulul de constructie;
2° Pentru orice X,y € E|x #y rezulta d(x,y)=1=d(y,x);
3° Pentru cazul 3 pot exista mai multe posibilitati:
X#Y#Z#XSaUu X#Yy=Z Sau Yy#X=z sau x=y =z etc.
Pentru x # y # z# x avem
d(x,y)=1, d(x,z)=1, d(z,y) =1
rezulta
d(x,y)=1<1+1=d(x,2)+d(z,y).
In mod analog se demonstreaza axioma 3 pentru celelalte cazuri, astfel
rezulta ca orice multime poate fi metrizabila.

Observatia 2.3.1. Pe o multime E pot fi considerate mai multe metrici
care au proprietatea ca pe acea multime una masoara mai fin decat cealalta.

Exemple:

Aplicatile definite mai jos sunt metrici sau distante pe multimile
specificate:
a)d:R* >R, d(x,y) =|x-y| este metricd pe R .

b) iR >R, d(xy)=y(x, ) +(x,~y,) , unde x=(x,x,), ¥=(¥,Y,)
este metrica pe R?




2

c)d:R’ >R, d(x,y)=\/(x1—y1)2+(x2—y2)2+(x3—y3) : unde
X = (X, X,,X3), Y = (Y, Y, Y,) €ste metrica pe R®
d) d:R" >R, dix,y)=,/> (x -yi)2 , unde X = (X, Xppees X, ),
i=1
Y=Yy Y,,) €ste metrica pe R”
Aceste distante se numesc distante euclidiene.

Definitia 2.3.2. Fie (E,d)spatiu numeric. Multimile
S(X,,r) = {x e E|d(x,,r)<r;r>0,x, € E fixat}
Si
S(x,,r) = {x e E|d(x,,r)<r;r>0,x, € E fixat}
se numesc sferele deschise respectiv inchise ale spatiului metric (E,d).

Observatia 2.3.2.
a) E=R, d metrica euclidiana, atunci:

S(Xg,F) = (X, -1,X, +1) $i S(X,,1) = [X, -1, +1].

b) E =R? si d metrica euclidiana, atunci:

S(X,,r) = {(x1,x2) =x e R? ‘(x1 ~Xg, )’ (X, - X, ) < r2} si se numeste discul
plan deschis, iar

S(x,,r) = {(x1,x2) =x e R? ‘(x1 =Xg, ¥ (X, - X, )Y < r2} si se numeste discul
plan inchis.

) S(x,r= {(x1,x2,x3)= X € RP|(X; = Xgq ) # (X, = Xgp ) + (X5 = X ) < r2} si se
numeste sfera deschisa din R®.

é()(()7r) = {(vaz’xs) =xeR’ ‘(X1 ~Xor ) (Xy = Xgp )* +(Xg = X5 )* < rz} si se

numeste sfera inchisa din R®.

Propozitia 2.3.2. Orice spatiu metric (E,d) este un spatiu topologic.
Reciproca nu este in general adevarata.
Demonstratie:

Se arata ca rM:{S(x,r)|XEE, rZO} formeaza o topologie. Aceasta
topologie mai poarta denumirea si de topologie metrica.
Pentru a arata ca r, este o topologie se arata S(x,,r) sunt multimi

deschise, pentru orice x, € E fixat si orice r > 0.
0

/_/%
Indicatie: Se arata ca S(x,,r)= S(x,,r) (interior).




In mod analog ca mai sus se arata ca daca G,,G,,...,G, € 7, (sunt multimi
deschise) atunci G,"G, n...NnG, €7,,.

Daca G, e r,, pentru orice i € 3 avem UG, e, , de unde rezulta ca intr-
ie3

adevar r,, este o topologie.

4. Norma. Spatiu vectorial normat

Definitia 2.4.1. Fie E un spatiu vectorial si ¢: E — R, o aplicatie. Daca:
1. ¢(x)>0, pentru orice xeE; x#0. si ¢(x)=0 daca x=0. (0.

elementul neutru in raport cu adunarea in spatiul vectorial E)
2. p(x+y)<o(x)+o¢(y), pentru orice x,y € E

3. p(ax) =|ale(x), pentru orice x e E, aeK

Atunci aplicatia ¢(x) este o norma pe E.

Cupletul (E,p) se numeste spatiu vectorial normat, iar norma ¢ mai are
si urméatoarea notatie ¢(x) =||x|.

Propozitia 2.4.1. Orice norma defineste o distanta.
Demonstratie: Fie (E,||) un spatiu vectorial normat, iar norma ¢ mai are

si urméatoarea notatie ¢(x) =||x|.

Aplicatia d(x,y)=|x-y|, d:ExE >R este o distantd (metrica) pe

multimea E. Pentru aceasta trebuie verificate axiomele metricii, tindnd cont ca
axiomele normei sunt verificate.

1° d(x,y)>0, pentru orice x,y cE, x#y si d(x,y)=0 rezultd x=y.
Intr-adevar

d(x,y)=|x-y|>0, pentru orice x—y 0. Dar x—y =0 daca si numai
dacd x=y si d(x,y)=0 rezultd [x—y|=0. Dar x—y =0 dacé si numai daca
X=y.

2° Trebuie aratat ca d(x,y)=d(y,x). Intr-adevar

dxy)=lx=yl =1y =x)| =y ==y - x| = d (y.x).

3° Trebuie aratat c&

d(x,y)<d(x,z)+d(z,y), oricare ar fi x,y,ze€E .
Intr-adevar:

dix.y)=|x=y|=[x-z+z-y|<|x-2|+|z-y]|=d(x2)+d(zy).

Astfel am demonstrat ca orice norma definegte o distanta.

Observatia 2.4.1.



Tindnd cont de propozitia 2.4.1. orice spatiu vectorial normat este si un
spatiu metrlc dar reciproca nu este in general adevarata.

Intr-un spatiu vectorial normat se poate opera cu elementele si se pot crea
vecinatati in care se poate determina precis densitatea elementelor prin
masurarea distantei dintre ele, dar intr-o astfel de structura nu se poate defini
notiunea de directie, deci de unghi. Aceasta directie poate fi stabilitd cu ajutorul
notiunii de produs scalar.

Definitia 2.4.2. Fie E un spatiu vectorial normat peste campul K si
aplicatia p:ExE - K , daca:

p(x,y)= ( x), oricare ar fi x,y e E;
p(X,+X,,¥)=p(X,y)+p(X,.y), oricare ar fi x,,x,,y € E;
p(a,x,y)=ap(x,y), oricare ar fi x,y e E;

4. p(x,x)>0, oricare arfi xe E, x#0 Si

p(x,x)=0 daca si numai daca x=0;

Atunci aplicatia p se numeste produs scalar pe spatiul vectorial normat

Produsul scalar p(x,x) se noteaza si astfel x-y sau (x,y) sau (X,y).

Observatia 2.4.2.
Fie E spatiu vectorial, daca acest spatiu vectorial este inzestrat cu un
produs scalar, atunci poarta denumirea de spatiu prehilbertian.

Propozitia 2.4.2. Orice Fie E spatiu vectorial si p: ExE — K un produs
scalar. (E un spatiu prehilbertian), atunci au loc urmatoarele relatii:

0 <X’Y1 + y2> = <X’y1> + <X,y2>;
2° (x,a,y) = a(xy);
3° ny)‘ <|x|-|ly|| (inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz).

Demonstratie:
10 Tinadnd cont de punctul 1, din definitia 2.4.2. rezulta:

0 0 0

(XY + Vo)=Y + Yo X) =V XD+ (Vo X)=(X Y1) + (X, ¥a) = (X Y1) +(X.Y>)

P 3° R

20 (x,a-y)=(a-y,X)=a-(y.x)=a-(y.x)=a-(x,y)

3° Fie 1 e R atunci conform definitiei produsului scalar se poate scrie ca:
0<(x+Ay,x+Ay)=(X,x+Ay)+ A(y,x + Ay)=

= (X, X)+ 2(x,y) + Ay, x)+ A2 (y,y) = 22(y,y) + 22(x,y) + (X, X)
Deci pentru orice 4 € R avem:
A2{y,y)+22(x,y)+(x,x) =0 (trinom de gradul doi in 1) unde




A:4<x,y>2—4<x,x><y,y>. Din proprietatile trinomului de gradul 2 este
evident ca A<0. Asadar

() <y ex)(vy) =[xl

Propozitia 2.4.3. Orice produs scalar defineste o norma.
Intr-adevar daca se considera aplicatia:

X = %), [H: E >R,

atunci aceasta aplicatie este o norma pe multimea E. Tinadnd cont ca
proprietatile produsului scalar sunt verificate, trebuie aratat ca aceasta aplicatie
verifica proprietatile normei.

1°|x|> 0, pentruorice x € E; x =0 si || =0 rezultd x=0.

Intr-adevar

0

<x,x>4>0, pentru orice x#0 rezulta {(x,x)>0< |x|>0 pentru orice
xeE, x=0
[(x,x>:03x:O]<:>U|x||:O:>x:O]

2° Trebuie aratat ca |la- x| =|a||x|, pentru orice xc E, aeR.

intr-adevar (ax;ax) = a* (x,x) = \/(ax;ax) =|a|\/(x.x) = |a- x| =|a|-|x] -
3° Trebuie aratat ca |x +y| < ||x|+]y|-
intr-adevar:

2 2
(x+y.x+y)=(0x)+ 2|00y +(ry) < X+ 2]yl +

[x+yI < (bl + Iyl = I+ vl <o + Dyl

Exemplu:

Fie E=R" sa se arate ca aplicatia:

a) (X,¥) =Xy, + X,¥, +...+ X,y, este un produs scalar pe R".

b) Daci <a_,5> =a-bcosf, 0= (5,5) este un produs scalar. (vezi
exercitiul 2.5.14).

Definitia 2.4.3. Fie (E,7) un spatiu topologic, acest spatiu topologic se
numeste topologic separat daca, pentru orice x,y eE cu x=y exista V,, V,
astfel incat V. nV, =¢.

Spatiu topologic separat prezintd o importantd deosebitd deoarece nu mai
intr-un astfel de spatiu topologic, atunci cand limita exista, ea este unica.

Notiunea de convergentd este bine definitd intr-un spatiu topologic
separat.



Propozitia 2.4.4. Orice spatiu vectorial normat este un spatiu topologic
separat.

Demonstratie: Fie (E,||) spatiu vectorial normat.

Fie X5,y € E|X0 # Y, arbitrare. Se considera r, :M_

Se considera sferele:

S(x1)={y €E[lx, - y] <1}

S(yor)={y €E|lys -y|<n}-

Aceste multimi sunt vecinatati ale lui x, respectiv y, in topologia metrica.
Dar este evident ca S(x,,r,) NS (y,.h)=4¢.

0 )

. P AP
D Vo T

Propozitia 2.4.5. R,R?,...,R" sunt spatii topologice separate in cazul in
care sunt inzestrate cu topologia metrica.

5. Exercitii rezolvate

Exercitiul 2.5.1. Fie B, (x) familia intervalelor deschise ce il contin pe

x € R. Sa se arate ca aceasta multime formeaza o topologie pe R .
Rezolvare:

Trebuie ardtat ca B, (x) verifica proprietatile unei topologii.

a) ¢ € B, (x) deoarece ¢ =(x,x); ReB;(x) deoarece R =(—o0,x)

b) Fie I} e B, (x) k el (multime de indici). Aceste intervale sunt de forma
I¥ =(a,.b,) cu proprietatea cd x €(a,,b,), (V)kel. Fie r, =b,—x si ¢ =x-a,.



Se noteaza rzn}(gx{bk—x} si g:rr}(gx{x—ak} atunci gl,f:(x—g,x+r) si

Xe(Xx—gx+r).
Deci [ JI =B, (x)

kel

c) Fie I € B,(x), keln.

Aici r:nkLiln{bk—x} si g:rrgeip{x—ak} atunci fjl,f:(x—g,x+r) si

xe(x—¢&x+r). Deci ﬁl,f eB; (x).
k=1
Observatie:
i) 7, (x)= {(x—g,x+g)|x eR, &> 0} < B, (x) in mod evident.
ii) Daca se considera
D, (x)= {D c R‘(H)g >0 astfel incat (x—e,x+&)cD,xe R}

este evident cd B, (x) < D, (x).

Exercitiul 2.5.2. Fie 7., (X)={D,. (X,¢)|x € R? & >0} multimea discurilor
deschise de centru X siraza ¢ si rRa(Y):{DRa(Y,g)p?, £ >0} multimea sferelor
deschise de centru x sirazd ¢. S& se arate ca 7, (X) si Tps (X) sunt topologii

pe R? respectiv R®.
Rezolvare:
Ccand ¢ - «, D]R2 ()_(,5) =R?. Deci R? ¢ T ()_()
Cand ¢ »0, D, (X,s)=¢.Deci gz, (X).

Fie | o familie de indici DRZ()?,gk)erRz()?), kel. Daca g:nlgx{gk}

atunci UDH:2 ()_(,gk) = D]RZ ()_(,g). Deci UDH:2 ()_(,gk) €T, ()_() .
kel kel

Fie D, (X&)er.(X), k=in. Dacd e=min{s}  atunci

D:

R

D, (%.¢,)=D..(%.¢). Deci (\D.. (%5, ) e .. ().
k=1

>
Il

1
Astfel s-a aratat ca 7, (X) este topologie in R?.
Analog se arata ca z,, (X) este topologie in R®.
Observatie:
e Topologiile z_,(X) si 7, (X) sunt topologiile naturale ale lui R*

respectiv R®.



e Dacd x,eR atunci {(x,—&x,+r)le>0} reprezinta multimea
vecinatatilor lui x, n topologia 7 (x).

e Dacad X, eR® {DRz (Xp.¢)|e >0} este multimea vecinatatilor lui X, in
topologia 7, (X).

e Dacad X, eR® {D]RS (Xp.¢)|e >0} este multimea vecinatatilor lui X, in
topologia 7,,(X).

e In general daca r este o topologie oarecare a lui X, atunci
{Ger|x, G} este multimea vecinatatilor lui x, € X. O astfel de
vecinatate se noteaza VXU iar multimea vecinatatilor lui x, se

noteaza cu 9, .

Exercitiul 2.5.3.

Fie (X,7) spatiu topologic.
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente.
a)Aer

b) Ae$, pentruorice xe A.

Rezolvare:
a) =>b)Fie Aer. xe Ac A pentru orice xe A. Deci A este o vecinatate

alui x.Asadar Ae3,.
b) = a) Fie Ae 9, pentru orice x<A. Deci exista G, e r astfel incat
xeG,cA. Cum A=J{x}. Din G,c A se obtine Ac|JG, (1). Din

xeA xeA
G, c Arezultica | JG, c A (2). Din (1) si (2) rezultd cd A=| JG, .
XxeA XxeA

Exercitiul 2.5.4.
Fie (X,z') spatiu topologic si x € X . Atunci 8§, are urmatoarele proprietati:

a) Daca Ve, siUoVatunci Ue9,
b) Dacd V,e$,, i=1n atunci [V, €9,
i=1

c) Pentruorice V €9, atunci xeV.

Rezolvare:
a) V€9, atunci exista Ger astfel incdt xeGcU. Cum U >V atunci

xeGcU.DeciUed,.

b) Dacda V,e9, i=1n, atunci exista G er astfel incat

xeG cV.,i=1n.



Asadar x &[G, <[ V,.Darcum (G, e, atunci [V, €9,.
i=1 i=1 i=1 i=1
c) Evident, tindnd cont de definitia vecinatatii.

Exercitiul 2.5.5.

Orice interval deschis de numere reale este o multime deschisa.
Rezolvare:

Conform cu definitia 2.1.4. trebuie ardtat ca pentru orice x e(a,b) exista

r >0 astfel incat (x—r,x+r)c(a,b).
Fie d:=min{x-a,b—x}. Atunci este evident ca (x—%,x+%jc(a,b).

Deci (a,b) este multime deschisa.

Observatie:
Analog se arata ca:

DRZ()_(,r):{)_(e]R2 (%, = Xo1)" + (% = Xg)° <r2} unde X =(X,X,),

Xy = (Xowxoz)
este o multime deschisa in Tpo
Si

Do (%or7) = (% € B[ (0, =0 + (= )+ (s =) <17

unde
X = (X1, X0 X3 ) s Xo = (Xo1: Xg: X3 ) €Ste multime deschisa in 7z, (X).

Exercitiul 2.5.6.
Fie (X,7) spatiu topologic si A Bc X.
Sa se arate ca:

0
a) A=A

o 0
b) AcC= AcB

0 0 o

c) AnB=AnB

0 0o 0
d) AuB> AuB
Rezolvare:
Conform cu definitia 2.2.1. punctele a) si b) sunt evidente.
c) Se arata dubla incluziune:

0 ) o o 0

AnBc AnB si AnBc AnB

0
Intr-adevar, fie xe AnB atunci exista V, astfel incat V, c AnB. Deci
0

0 0 0 0
V.cAsiV, cB.Asadar xe AnB. De aici rezulta ca AnBc AnB.




0 0 0 0
Fie xeAnB, atunci xeA si xeB. Asadar V,c AnB. Atunci
0 0 0

0
xe AnB.Deci AnBc AnB.

0 0 0 0
d) Fie xe AUB atunci xe A sau xeB. Deci exista V,  astfel incat
0
V, < A sau V, c B. Atunci conform cu definitia 2.2.1. x, e AUB.

Observatie:
Punctele c) si d) se genereaza astfel:

o o 9 0
ﬂACnA,UADUA.

iel iel iel iel

Exercitiul 2.5.7.

Fie (X,7) spatiu topologic si A,B< X .
Sa se arate ca:

a)AcB=>AcB

Rezolvare:
a) Este evident tindnd cont de definitia 2.2.1.

b) Cum ABcAUB, atunci conform cu a) ABc AUB. Asadar
AUBc AUB.

Fie x e C(Z U é) =CANCB. Asadar x¢ A si x¢B. Atunci exista U, si
V, astfel incat

UnA=g¢siV.nA=¢ (1)

Fie W, =U, NV, (2) (vezi exercitiul 2.5.4.)

Din (1) si (2) conform cu distributivitatea intersectiei fatd de reuniune se
obtine W, n(AuB)=¢.

Asadar x ¢ AUB. Deci xeCAUB.

Asadar x e C(Zué): xeCAUB.

Asadar AUBc AUB.

c) Se procedeaza ca la punctul b).

d) Fie xeA. Conform cu definitia 2.2.1. pentru orice V,, V,nA = ¢.
Fie y=V,nA.Atunci yeV, siycA.Deci V.nA#¢=xcA.

Tinand cont de faptul c& A c A si de punctul a) se obtine A=A .
Observatie:
Proprietatile b) si c) se generalizeaza astfel:



s
DL

A COAn si(A, cﬁﬂn :
1 n=1 1 n=1

3>
I
3>
[

Generalizarea lui b) se poate verifica ugor pe multimile A, =[1,1} iar
n

generalizarea Ilui c) se poate verifica wusor pe multimile
B, = {m,(m,n) eN,(mn)= 1}.
n

Exercitiul 2.5.8.

Fie (X,7)spatiu topologic si A Bc X .

Sa se arate ca:

a) AcB=> A'cB'

b) (AuB)'=A'UB'

c) (AnB)'c A'nB'

d) (A")'=A".

Rezolvare:

Aceste proprietati se pot demonstra folosind definitia punctului de

acumulare.
Se poate folosi si urmatoarea proprietate

xeA's|(V)V|Vev, =card (VAA)2R,|.

Folosind aceastd proprietate se aratd ca (AuB)'=A'UB".

Intr-adevar, fie xe(AuUB)', atunci orice vecinatate V €9, contine o

infinitate de puncte din AuB. Aceasta implica faptul ca contine o infinitate de
puncte din A, deci x € A' sau o infinitate de puncte din B, deci x € B'. Asadar

xeA'UB'. Deci (AUB)'c A'UB'.

Fie xe A'UB" atunci xe A' sau xeB".

Deci in orice vecinatate V €9, se afla o infinitate de puncte din A sau
infinitate de puncte din B. Deci in orice vecinatate V € 9, se afla o infinitate de
puncte din AUB. Deci xe(AuUB)'. Asadar A'UB'<(AUB)'. In mod analog

se arata celelalte proprietati.

Exercitiul 2.5.9.
Sa se arate ca multimea numerelor rationale Q este densa in multimea

numerelor reale R .
Rezolvare:
Se stie ca multimea A este densa in multimea X dacad A= X .
Tinand cont de aceasta trebuie aritatcad Q =R.

Incluziunea R o Q este evidenta. Trebuie aratatcd Qo R.



Fie xeR, atunci oricare ar fi &>0, exista qeQ. Deci
(x—&,x+&)nQ#¢.Atunci x € Q. Asadar Qo R.

Exercitiul 2.5.10.
Fie [0,1]. Se Tmparte acest interval in trei parti egale si se obtine

E = 13 treimea mijlocie. Intervalele ramase O,1 , 2,1 se impart fiecare
' 3’3 3|3

in trei parti egale si se obtine Ez:(;_z:,’_zzju(e,lzf_z) Intervalele ramase

{0%} {3%3%} {3%3% , {5—2%} se impart fiecare in cate trei parti egale gi
se retin treimile mijlocii ale fiecaruia, deci se obtine multimea

1 2 7 8 19 20 25 26 . L .
E, = 7 U 7 V) 737 U peaiey si se continua indefinit procedeul.

Sa se arate ca multimea C =[0,1]\| JE, are proprietatile:
n=1
a)C=C'

0

b) C=¢

Rezolvare:

Din modul de constructie al multimii C se observa ca in C raman toate
numerele reale care se scriu in baza de numeratie trei numai cu ajutorul cifrelor O
si 2.

a) Deoarece pentru orice x =a,a,,a,,...,a,,... Cu proprietatea ca

a e {0,2}, in orice interval care il contine se afla si numere reale
care in scrierea triadica contin cifra 1 si nu apartin lui C. Deci
c=C".

b) Este evident c& [0,1] nu include nici un interval deschis ale carui

elemente sa fie numai cu ajutorul lui 0 si 2. De aici este evident

0 0 0 0
caC=¢gsiC=C.Deci C=¢
Observatie:

e Multimea C =[0,1]\| JE, se numeste multimea lui Cantor.

n=1

0
e Multimile A care verifica proprietatea A =¢ se numesc multimi

rare.
e Multimile A care verifica proprietatea A= A" se numesc multimi
perfecte.



e Multimea A=UAn unde A, sunt multimi rare se numeste

n=1

multime slaba sau de categoria |-a Baire.

Exercitiul 2.5.11.
Sa se determine interiorul, exteriorul, frontiera, aderenta si partea discreta

pentru multimile Q si E = {1‘n € N*}.
n

Rezolvare:
Tinand cont de definitia 2.2.1 si de faptul ca: “Oricare ar fi x e R intervalul
(x—g,x+g), e>0 contine o infinitate de numere rationale si o infinitate de

0 — —
numere irationale” se obtine |med|at ca: Q=¢,extQ=9¢, rQ=R, Q'=R.

1zQ = ¢ siE=¢, frE = { 1 } extE=R-frE, E=frE, E'={0},
n’
IzZE =E .
Exercitiul 2.5.12.
Fie d:R"xR"—>R,, unde d(x,y)= (x, —y,)2 c X=X X))
i=1
Y=Y V)
Sa se arate ca aceasta aplicatie este o metrica pe R".
Rezolvare:

In rezolvarea acestui exercitiu este nevoie de inegalitatea Iui Cauchy-

Buniacovski Za /Za Zn:b,z ,a,b eR,i=1n.
i=1 i=1

Tinand cont de Propozitia 2.4.2. 3°%

X = (X, X) iar (X,X)=X\y,+X,y,+...+X,y, inegalitatea Iui Cauchy-
Buniacovski este evidenta. Pentru ca d()‘(,?) sa fie metrica sau distanta trebuie
sa verifice definitia 2.3.1.

o d(Xy)=02>(x-y)=0a(x-y) =0x=y,
i=1

i=ineX=y.Decid(Xx,y)=0<Xx=Y.

:\/i(x,_y,)z :Ji(y, %) =d(7.%). Deci
d



Asadar d*(X,7)<[d(%.7)+d(7.X)]. De aici rezulta faptul ca

=> (X —y,)2 veridica definitia 2.3.1. si deci este norma
i=1

pe R".

Exercitiul 2.5.13.

1

Fie d:R"xR” - R, unde d()?,?):(zn]x,—y,rjp, P21 X=(Xp0X,),
i=1

y = (y1 ..... yn) . Sa se arate ca aplicatia este o metrica pe R".

Rezolvare:

in rezolvarea acestui exercitiu este nevoie de inegalitatea lui Minkovski.

1
n

1 1 1
Daca a;,b, e R si p>1 atunci (Z|a, +b,|pjp S(Z|a,|p}o +(Z|b,|pjp :
i1

i=1 i=1
Pentru p =1 inegalitatea se reduce la inegalitatea cunoscuta — modulul

sumei este mai mic sau egal decat suma modulelor.
In continuare se considera p>1 Si atunci:

n

n _ n _
la,+b| < Z:|a,|-|a, +b[" +Z1:|b,|-|a, +b[.
i= i=

i=1
Daca se considera q :L1 atunci folosind inegalitatea lui Holder rezulta
p_

inegalitatea lui Minkovski.
Inegalitatea lui Holder este:

Daca a,beR si pg>0 astfel incat l+1=1, atunci

p q
1
n n n E
;|a,b,|g@|a,|pj (Z|b|j |

Aceasta inegalitate se obtine imediat din inegalitatea:

T =



P q
Daca p,q >0 astfel incat 1+1=1, atunci |a,b|sﬂ+u pentru orice
P q pq

abelR.

|
n P n n P \p n

peci Sl -y, <% ~2|+lz -y, (2||J [
i=1 i=1 j=

Trebuie ardtat ca aplicatia d(x,y) verifica definitia 2.3.1.
d()?,)7)=0<:>zn:|x,—y,|p =0 x-y[ =0c|x-y|=0cx =y, ox=y
i=1

.Deci d(X,7)=0=X=7.

o=

n p
|x,.—y,.|20:>|x,—y,|p20:[Z|x,—y,| J >0<d(X,y)=0.
i=1

1

|Xi _yi|:|y/'_xi|:>|xi _y,'|p :|y,' _Xi|p (Zn]X/ y/| Jp =

[i|y,--x,-|p}:’@d<w> d(7.%) (V%7 <R

% -y :‘(X/ z,)+(z - y,‘ £(|x,—z,|+|z,—y,|)p.

i=1

!
n P\p n
Pentru p>1 este evident ca (Z|x,—y,| Jp <> |x.—y,| . Asadar

1 1 1
P \p

[?x, _y,|p]p < [?x, g ] {gp, _y,|pj'°. Deci d(X.7)<d(7.2)+d(Z.7).

Exercitiul 2.5.14.
(X,V)= XY, + XY, +...+ X,¥,, X,y €R" este un produs scalar pe R".

Rezolvare:
Trebuie aratat ca aceasta aplicatie verifica definitia 2.4.2.

(%.7)=(y.X) este evidentd deocarece (X.7)=Yx-y,cR s
i=1



<)_<,>_(>=Oc>ix.2=0 & x'=0x=0,i=1n & x=0

Observatie:
Tinand cont de propozitia 2.4.3. rezultd ca |X|=xZ+Xx; +...+ x? este 0

norma pe R".

Exercitiul 2.5.15.
Multimile S(x,r)={y e E|[d(y.x)<r} unde (E.d) este spatiu metric sunt

multimi deschise.
Rezolvare:

Trebuie aratat ca %(x,r):S(x,r). Fie yeS(x,r) si r'=r-d(x,y). Fie
zeS(y,r'). Atunci d(z,x)<d(z,y)+d(y,x)<r'+r—r'=r.Deci zeS(x,r'). Se
obtine cd S(y,r')c S(x,r). Aceastd incluziune aratad ca orice punct al multimii

S(x,r) este punct interior al sédu. Deci S(x,r)c %(X,r).

Incluziunea é(x,r) < S(x,r) este evidenta. Atunci é(x,r) =S(x,r).

Observatie:
e Multimea S(x,r) se numeste sfera a spatiului metric (E,d).

e Familia {S(xr)} _ formeazd o topologie a multimi E si poarta

denumirea de topologie metrica.



CAPITOLUL Il
CARACTERIZAREA TOPOLOGICA A
MULTIMILOR. SIRURI iN SPATII TOPOLOGICE,
SIRURI iN SPATII METRICE, SIRURI iN SPATII
VECTORIALE NORMATE.

1. Multimi marginite.

Problema marginirii multimilor este o problema prioritara in ceea ce
priveste controlul rezultatelor matematice ce se pot obtine pe acest tip de
multimi.

Cadrul general in care poate fi definitd notiunea de marginire este cel de
spatiul vectorial normat si cel de spatiu metric.

Definitia 3.1.1. Fie (E,d) spatiu metric. Multimea AcE se spune ca
este o multime marginita in acest spatiu metric daca exista x, € E arbitrat dar
fixat si r >0, astfel incat d(x,,x)<r, pentru oricex A.

Observatia 3.1.1.
a) Multimile marginite nu sunt echivalente cu multimile cu un numar finit
de elemente.

b) Dacd A este o multime marginita, atunci sup{d(x,y)} se numeste
X,yeA

diametrul multimii A si se noteaza diam. A.

Exemple:
a) Daca E =R si d este metrica euclidiana se spune ca multimea Ac R

este marginita, daca exista r >0 astfel incat Ac[-r,r].

b) Daca E=R’si d este metrica euclidiand se spune ca multimea
Ac R? este marginita dacad si numai daca existd r >0 astfel incat
VX2 +x; <r pentru orice x=(x,x,)eA adicd existd un disc cu
centrul in origine care sa includa multimea A.

c) Dacd E=R®, AcR® este marginita daca si numai daca existd r >0

astfel incat |x?+x;+x; <r, oricare ar fi x=(x,x,X;)eA, adica
exista o sfera cu centrul in origine care sa includa pe A.
d) Daca E=R"se spune ca AcR" este marginitda daca si numai daca

n
exista r > 0 astfel incat /fo <r oricare ar fi x =(x,,X,,....,x,)€A.
i=1



Propozitia 3.1.1. Fie AcR" se spune ca multimea A este marginita
daca si numai daca, multimea proiectilor elementelor lui A sunt multimi
marginite de numere reale.

Demonstratie:

Se presupune ca A c R" marginita. Conform cu exemplul anterior punctul

n
d) rezulta > x> <r, Vx=(X,,X,,...,X,) € A unde r >0 este un numar real fixat.
i=1

Tindnd cont de aceasta inegalitate se poate afirma ca:

r
<

Deci cu alte cuvmte marginirea multimii A implica faptul ca exista r >0

astfel incat Tﬁ X; \/, oricare ar fi i =1n rezultd ca multimea proiectiilor de
indice /i fixat ale elementelor multimii A este o multime marginita.
Reciproc.

Se presupune ca fiecare proiectie este marginita si se demonstreaza ca
A c R" este marginita.
Intr-adevar daca fiecare proiectie este marginita, atunci are loc relatia:

- r ..
——=< X, <—, pentru r >0 siorice i =1,n
Jn Jn
rezulta
r . L.
|x,| <—, oricare ar fi i =1,

in

sau echivalent
2

x? <—, pentru orice i =1n.

n
Atunci

n n

Y xt<r?*= |> x? <r.Deci AcR" este marginita.

Asadar conform propozitiei anterioare, pentru a studia marginirea
multimilor din R" este suficient sa se studieze marginirea multimilor din R .

Definitia 3.1.2. Fie AcR. Mullimea A este marginitd daca exista un
interval [a,b]cR, unde a si b sunt numere reale finite astfel incat Ac[a,b];



a R este un minorant pentru multimea A si b e R este un majorant pentru
A.

Observatia 3.1.2. Din definitia 3.1.2. este evident ca o multime marginita
are o infinitate de minoranti si o infinitate de majoranti.

Definitia 3.1.3. Cel mai mare minorant al multimii A poarta denumirea de
margine inferioara a multimii A si se noteaza cu m,, iar cel mai mic majorant

poartd denumirea de margine superioara a multimii A si se noteaza cu M, .

Observatia 3.1.3.
a) Daca M, este margine superioara a multimi Ac R atunci are
urmatoarele proprietati:
1. pentruorice xe A, x<M,;
2. pentru orice ¢ >0, exista x € A astfel incat x>M, —¢
b) Daca m, este margine inferioara a multimi AcR atunci are
urmatoarele proprietati:
1. pentru orice xe A, x>m,;
2. pentru orice ¢ >0 exista x e A astfel incat x<m, +¢

Propozitia 3.1.2. (Unicitatea si existenta marginilor unei multimi).
Orice multime de numere reale marginitd are o margine superioara, respectiv o
margine inferioara. Aceste margini sunt unice.

Demonstratie:

Fie AcR marginita. Existenta marginii superioare M, se arata prin
constructia efectiva a acesteia. Procedeul de constructie este urmatorul:

Fie n primul numar intreg care verifica proprietatea x <n, pentru orice
x € A. Acest numar exista deoarece multimea A este marginita, deci majorata
superior.

n—1 reprezinta partea intreaga a marginii superioare M, .

Se imparte intervalul (n—1,n) in zece parti egale. Fie n, e(n—1,n) cel mai
mic numar de diviziune astfel incat x <n,, oricare ar fi x € A. Numarul n,-0,1
reprezinta pe M, cu o zecimala exacta.

Se considera intervalul (n,—0,1,n,). Acest interval se imparte in zece parti

egale.
Fie n, e(n,—0,1,n,) cel mai mic numar de diviziune pentru care are loc

proprietatea: x <n, pentru orice x € A. Numarul n,-0,1 reprezinta pe M, cu
doua zecimale exacte. Se poate continua procedeul pentru determinarea lui M,

cu oricate zecimale exacte.
In acest mod, teoretic rezulta existenta lui M, (desi uneori practic este

imposibil sa se determine M, ). Unicitatea lui M, se demonstreaza prin reducere



la absurd. Adica se presupune ca mai exista o margine superioara a lui A notata
M,, astfel incat M,, >M, .

. M, -M . Cmen - . N
Fie ¢ =%, atunci conform proprietatii marginii superioare se afirma

ca exista un x’' € A astfel incéat:

My =M, _My,+M, 2M

X'>M,—-s=M,, - 5 > 2A:MA rezula

X'>M,x €A
Dar aceasta contrazice faptul ca M, este marginea superioara.

Contradictia provine din faptul ca s-a presupus ca mai exista inca o margine
superioara. Asadar marginea superioara este unica. In mod analog se rationeaza
pentru marginea inferioara.

Propozitia 3.1.3. Fie (E,d) spatiu metric si x, un punct de acumulare al

multimii Ac E . Orice vecinatate a punctului x, contine o infinitate de puncte din

multimea A.
Demonstratie:
Se rationeaza prin reducere la absurd.

Se presupune ca existd o vecinatate S(x,,r) a lui x, care sa contind un

numdr finit de puncte din A. Fie acestea: y,,y,,....y, . Fie 6, =d(x,,y,;) distanta

de la x, la y,. Se noteazd & =min{s,,5,,...,5,} . Atunci S(x,,y,)NA\{x,} =¢. Se
ajunge la contradictie cu definitia punctului de acumulare. Daca E =R atunci

S(xp,r)=[Xy—r.%, +r].

Observatia 3.1.4.

a) Tinand cont de propozitia 3.1.3 rezultd ca multimile cu un numar finit de
elemente nu au puncte de acumulare.

b) Dupa cum se stie N'=¢. Deci existda si multimi cu o infinitate de
elemente care nu au puncte de acumulare. Atunci se pune problema care sunt
multimile care au puncte de acumulare.

Propozitia 3.1.4. (teorema Iui Weirstrass-Bolzano). Orice multime
infinitd si marginita are cel putin un punct de acumulare.

Demonstratie:

Se considera ca multimea A este o multime de numere reale.

Fie AcR o multime marginitd cu o infinitate de elemente. Datorita
faptului c& multimea este marginitd rezultd ca exista [a,b] astfel incat A =[a,b],

abeQ.




Fie c:a—gbmijlocul acestui interval. Deoarece A este infinita, cel putin

unul din intervalele [a,c] sau [c,b] contin o infinitate de elemente si se noteaza
[a,,b,] intervalul cu o infinitate de puncte din A.
b-a

Din modul cum a fost construit rezulta ca b, —a, = 5

Fie c1:a1J2rb1 mijlocul intervalului [a,,b,]. Atunci cel putin unul din

intervalele [a,,c,] sau [c,,b,] contine o infinitate de elemente ale multimii A si se
noteaza [a,,b,] intervalul care contine infinitatea de puncte.
Din modul cum a fost construit rezultd b, —a, = %

: a, +b. . : . .
Fie CZ=% mijlocul intervalului [a,,b,]. Deoarece acest interval

contine o infinitate de puncte ale multimii A, atunci cel putin unul din intervalele
[a,.¢,] sau [c,,b,] contine o infinitate de elemente ale multimii A si se noteaza

[a;,b,] intervalul ce contine o infinitate de puncte.

Din modul cum a fost construit rezulta b, —a, :%.
Continuand astfel se obtine intervalul [a,,b,] ce contine o infinitate de
puncte din multimea A si b, —a, = b2—na_ .

In acest mod s-au construit sirurile de numere rationale (a,) ., (b,) .

care verifica urmatoarele proprietati:
1) a,<a,<..<a,<..<b,<..<b,<b,
b-a
2n
Doua siruri de numere rationale care verifica aceste proprietati au limita gi
limita lor este comuna.
Deci exista x, = nggoan si X, =limb,.

n—ow

2) b,—-a,=

Se arata in continuare ca punctul x, astfel construit este un punct de

acumulare al multimii A.
Fie ¢>0 un numar pozitiv arbitrar, atunci exista un rang N e N astfel

incat pentru orice n>N sa rezulte ca intervalul [a,,b,] este inclus n intervalul

(x, —& X, + &) care este o vecindtate oarecare a lui X, in cazul topologiei metrice

alui R cu metrica euclidiana.
Dar intervalul [a,,b,] contine o infinitate de termeni ai multimii A, deci

rezultd (x, —&,X, +&)NA\{x,} # 4.



Cum ¢ a fost ales arbitrar rezulta x, < A', adica x, este punct de
acumulare al multimii A.

Observatia 3.1.5.
a) Demonstratia anterioara este datd pentru multimi de numere reale

(AcR), dar ea este adevdratd si pentru multimi AcR"™ si in acest caz
intervalul [a,b] care s-a considerat in demonstratie se nlocuieste cu o sfera

inchisa S(x,,r) ce include multimea A.

b) Daca x, € A nu este punct de acumulare al multimii A, atunci el este
un punct izolat al acesteia.

c) Daca Ac R este marginita, rezulta ca A' este o multime marginita.

Marginea superioara a multimii A' se noteaza L,, iar marginea inferioara
se noteaza cu /, si mai poarta denumirea de limita superioara, respectiv limita
inferioara a multimii A. Se mai scrie astfel:

L,=limA; |, =limA.

L, are urmatoarele proprietati:

1. la dreapta lui L, + ¢, oricare ar fi £ >0, exista un numar finit de puncte
din multimea A;

2. la dreapta lui L, — ¢, oricare ar fi ¢ >0, exista o infinitate de puncte ale
multimii A.

/1, are proprietati analoage cu L, .

Intre cele patru numere importante pentru o multime marginita A, exista
urmatoarea relatie:

m,<l,<L,<M,.

Punctul c) al observatiei 3.1.5 este evident tindnd cont de aceste
inegalitati.

2. Tipuri de multimi

2.1. Multimi compacte

Definitia 3.2.1. O familie de multmi 3={ Aliel } constituie o
acoperire a multimii B, daca B c U A.
iel
Daca multimile A sunt toate multimi deschise, se spune ca 3 este o

acoperire deschisa a lui B.
Daca |/ este finita atunci acoperirea este finita.



0 —
Observatie: A este deschisd daca A=A; A este inchisa dacda A=A
sau C, este deschisa.

Definitia 3.2.2. O multime C c R este compacta daca este inchisa si
marginita.

Exemple:
1. Dacd A={x,,X,,...,.X,} atunci A este compacta.
2. (V)a,beR;a<b, intervalul [a,b] este multime compacta.

3.1n R*,R*R" S(x,,r), r<o este o multime compacta.

Propozitia 3.2.1. Dacad C c R este o multime compacta, atunci din orice
acoperire a sa cu intervale deschise se poate extrage o acoperire finita (Borel-
Lebesque).

2.2. Multimi conexe

Notiunea de multime conexa poate fi exprimata intuitiv spunand ca este
formata dintr-o simpla bucata.

Definitia 3.2.3. Fie A si B doua multimi. Se spune ca A si B sunt
separate daca:
ANB=AnB=0.

Definitia 3.2.4. Multimea M este conexa daca nu poate fi scrisa ca o
reuniune a doua multimi nevide si separate.

Un criteriu destul de intuitiv care exprima conexitatea unei multimi din R?
sau R’ este dat de propozitia urmatoare.

Propozitia 3.2.2. Multimea A< R", n=12, este conexa daca orice doua
puncte x,y € A pot fi legate intre ele cu o linie poligonala L ale carei puncte
apartin in totalitate lui A.

Exemple:



Figura 1 Figura 2

Multimea din figura 1 este conexa, iar multimea din figura 2 (nu se
considera punctele curbei C,) nu este conexa.

Definitia 3.2.5.
a) O multime D deschisa gi conexa se numeste domeniu.
b) O multime F inchisa si conexa se numeste continuu.

Exemple:
1) (a,b), S(x,.r), r >0 este domeniu

2) [a,b]; S(x,.r), r >0 este continuu.

O categorie foarte importanta de multimi sunt cele definite in continuare.

Definitia 3.2.6.

0
a) A este multime rara daca A=¢.

b) Daca A:UAn si A, sunt multimi rare atunci A este multime slaba
n=1
sau de categoria |-a Baire.
c) Daca A= A" atunci A este multime perfecta.
Un exemplu de multime rara si perfectd este multimea lui Cantor (vezi
Exercitiul 2.5)

3. Siruri in spatii topologice, spatii metrice, spatii
vectoriale normate

Definitia 3.3.1. Fie E o multime oarecare si f: N — E o functie, x, =f(n)

poarta denumirea de termenul general al sirului generat de functia f in
multimea E, iar girul de elemente din multimea E ce are acest termen general
se mai noteaza si astfel:



(x,) _, (nuintereseaza forma termenilor sirului) sau
n=0

{x,}.., (sirul este considerat ca o multime; intereseaza elementele lui).

Observatia 3.3.1.

a) Se observa din definitia anterioara ca sirul este multimea valorilor unei
functii oarecare f, dar care are domeniul de definitie N .

b) Natura elementelor multimii E, da tipul girului. Astfel:

E =R - sir de numere reale;

E =C - sirul este de numere complexe;
E =R" - sir de elemente din R";

E = B* - sirul functiilor f: A— B.

c) Pentru a putea fi facut un studiu complet al sirurilor, multimea E trebuie
sa fie organizata cu structura de spatiu vectorial normat.

Dar studiul sirurilor mai poate fi efectuat si daca E este inzestrata cu
structura de spatiu metric sau de spatiu topologic (nu se pot face operatii cu
siruri).

Problema care se pune in legatura cu sirurile, dupa cum se stie este
monotonia, marginirea $i convergenta acestora.

Monotonia:
Monotonia sirului (x,, )M, X, € E are sens numai daca E este o multime

ordonata si aceasta notiune se defineste astfel:

Definitia 3.3.2. Fie R o relatie de ordine pe multimea E. Se spune ca
sirul (x,),_, este monoton daca oricare ar fi n,meN cu n>m rezultd x,Rx,,.

Daca E=R atunci R="<" sau R="<".

Dupa cum se stie, monotonia sirurilor de numere reale este:

a) n<m rezulta x, < x,, - sirul strict crescator;

b) n<m rezultd x, < x, - sirul crescator.

in mod asemanétor se definesc sirurile descrescatoare.
Aceste afirmatii sunt cazuri particulare ale definitiei 3.2.2.

Marginirea:
Notiunea de marginire a unui gir este posibila daca multimea E este un
spatiu metric cel putin. Cum sirul este de fapt multimea {xn}nzo, definitia

marginirii este urmatoarea:

Definitia 3.3.3. Fie (E,d) spatiu metric, sirul {x,} x €E este

marginit, daca exista x, € E fixat si r >0, astfel incat d(x,,x,)<r, pentru orice

n>0"’

X, e{x,}, n>0.



Cum orice sir poate fi considerat ca o multime, folosind notatia {x,}

toate afirmatiile legate de multimi marginite sunt valabile si pentru siruri.
Dacd E =R", atunci sirul (x, )nzo; x, € R™ are urméatoarea forma:

n>0

X, = (X3, X5, x7 ", x") unde (x;) , i=1m sunt siruri de numere reale
nz

n n n
care se mai numesc proiectiile sirului (x,) .

Deoarece un sir este o multime, propozitia referitoare la marginirea
multimilor din R™ se transpune si la marginirea sirurilor astfel:

Propozitia 3.3.1. Fie (x,) _, x, € R” un sir de elemente din R"; acest

n>0"’

) . i=1m este
n>0

i
n

sir este marginit daca si numai daca fiecare proiectie a sa (x

un sir marginit.

Convergenta:

Notiunea de convergenta a unui sir (x, ) _, este posibila dacad multimea E
este inzestrata cu structura de spatiu topologic, spatiu metric, spatiu vectorial
normat. Definirea convergentei in aceste structuri este urmatoarea:

Definitia 3.3.4. Fie (E,z) un spatiu topologic si (x,) , un sir din acest

>0

spatiu. Se spune ca sirul (xn) este convergent in topologia r daca exista

nz=0
X, € E astfel incat pentru orice V, o vecinatate a punctului x,, exista un rang N
astfel incat pentru orice n> N rezulta x, eV, .

c.c. (Sirul (xn),7>0 converge catre x,, daca orice vecinatate contine un

numar infinit de termeni, iar in afara oricarei vecinatati se afla un numar finit de
termeni ai sirului).

Definitia 3.3.5. Fie (E,d) un spatiu metric si (x,)  un sir din acest

spatiu; se spune ca (x,)

n>0
20 este convergent in metrica d, daca existd x, € E
astfel ncat oricare ar fi >0, existd N(&)>0 astfel incat pentru orice n > N(¢)
rezultd d(x,, x,)<¢.

Daca E=R si d este matricea euclidiana pe R adica modulul, atunci
definitia 3.2.5. are forma: (x,) ., X, €R este convergent, daca existd x, € R

astfel incat oricare ar fi ¢ >0 ,exista N(g) >0 astfel incat oricare ar fin > N(g)

rezultd |x, — X,| < & .



Definitia 3.3.6. Fie (E,||) spatiu vectorial normat. Sirul (x,) ., x,€E

n>0"’

este convergent dacad existda x, < E astfel incat oricare ar fi £>0, exista
N(&)>0 astfel incat pentru orice n> N(&) rezultd |x, — x,| <&

Observatia 3.3.2.
a) Elementul x, € E care apare in definitile 3.3.4, 3.3.5, 3.3.6 poarta
denumirea de limita a sirului x, si acest lucru se scrie astfel :
Liﬂ X, =X, sau X, = X,

b) Definitiile 3.3.4., 3.3.5., 3.3.6. sunt echivalente.

Propozitia 3.3.2. (Unicitatea limitei):

Fie (E,z') spatiu topologic separat si x, —— X, atunci x, este unica.
Demonstratie:

Se presupune ca x, nu este unica, adica exista y,eE astfel incat

X,— Y,
Conform definitiei 3.3.4 se poate scrie ca:
X,— X, = | (V)V, (YN, eN ai. (V)n >N, = x, eV, |
x,— Y, < |(V)V, (9N, eN ai. (V)n>N,=x, eV, |
Daca se noteazd N =max{N, si N,}, atunci din cele doua afirmatii rezulta

ca pentru orice n>N avem x, eV, si x,eV, de unde rezulta V, NV, #9¢,

contradictie cu faptul cad E este spatiu topologic separat. Deci rezulta x, = y,,
ceea ce demonstreaza unicitatea limitei.

Observatia 3.3.2.

Daca spatiul topologic nu este separat, un gir convergent poate avea mai
multe limite, ceea ce aratd ca in spatii topologice neseparate convergenta nu
este bine definita. Tn spatiul metric si spatiul vectorial normat convergenta este
bine definitd deoarece se stie ca orice spatiu vectorial normat este un spatiu
metric si orice spatiu metric este spatiu topologic separat.

Propozitia 3.3.3. Fie (x,),.,, X, €R". Sirul (x,)
si numai daca orice proiectie a sa este convergenta.

Demonstratie:

Se presupune ca (x,)

este convergent daca

n>0

X, € R™ este un sir convergent.

n>0"7

Se demonstreaza ca (x!),., este convergent, oricare ar fi i =1,m.

n>0

Fie x, e R™ = x, =(x},x%,%} x’").

n'n'tni~ttrn



Datorita faptului ca sirul este convergent catre xO:(xg,x(f,xg,...,x[,”),

rezulta conform definitiei 3.3.5 ca:
(V)e>0, (3)N(&)>0 astfel incat (V)n > N(e), rezulta

JO& =X+ (02 = X2 +...+(x" — X" < &. Din aceasta inegalitate se obtine:

x' —x! ‘ <y
n 0 \/_ -
m
2 2 & '
X, — XO‘ < T =&
m
&
X — x(’)”‘ <——==¢'
! Jm
Deci rezulta ca proiectiile (x;) o I=1,m sunt convergente catre
nz
numerele reale x;, i=1,m.
Reciproc:
Se presupune ca x, — x,, i=1,m si se demonstreazd ca x, — X, .

Rationamentul se face in mod analog. Intr-adevar, (V)& >0, (3)N(¢)>0
astfel incat:

x1—x1‘<i
n 0 \/’
n
&
m m
Xn —X0‘<ﬁ

Prin ridicare la patrat se obtine:

2
1 1 &
(xn—xo)<—

n

2
&
(x,’," - xg’) <—
n
Adunand inegalitatile termen cu termen se obtine:

2
: ne
(X =XV +.c+ (X7 =X ) <

sau

\/(x;—x;)2+...+(x;,"—x(’)")2 <eg

Observatia 3.3.4.



a) Propozitia 3.3.3. reduce convergenta sirurilor din R™ la convergenta a
m siruri de numere reale (x))..,; i =1,m, numite proiectiile sirului din R".

b) Conform propozitiei 3.3.3 daca (x,),.,, X, € R" este convergent catre
X, € R™, atunci are loc urmatoarea egalitate:

; T 1 2 : m
limx, =(limx,,limx,..limx;

n—o (n—»oo n—o n—o )
c) Tinand cont de definitia marginirii si definitia convergentei, rezulta ca
orice sir convergent este marginit, dar reciproca nu este in general valabila.

Exemple:
: 1 T
1. Fie x, = ——&/n;nsin=
n+1 n
Sa se studieze convergenta acestui sir, in caz afirmativ sa se calculeze
limita sa.

Rezolvare:
Proiectiile sirului sunt:
1 T
X'=——; x? —t/n: x} =nsin=
n+1 n

Conform propozitiei 3.3.3., sirul x, este convergent daca fiecare proiectie

a sa este convergenta si are loc relatia:
limx = (Iim x' lim x2, lim x3)
n—ow n n—oo n n—oo n n—owo n

Se studiaza convergenta proiectiilor calculand direct limitele:

T
limx, =lim——=

n—w n->on+1
lim x2 = lim%n = tim 222 L (s-a aplicat consecinta lemei Iui Stolz)
n—w n—o n—w n
. T
. sin=
lim x® = limnsin==limz—2 =7
n—o n—o n n—w T
n
limx =(0;17).
n—w
n n
2. Fie x, =Y. . Z . Sa se studieze convergenta si in caz
k=1 \/n +k? ak(k
afirmativ sa se calculeze limita s
Rezolvare:

x1=Z;=1";-
" —iNn?+k* Nio kz’

1+ —



k
. . . [ d .
lim x, :(mel,imxﬁ)=(£\/$,1J=(arcsm‘é; 1):[% 1).

4. Siruri Cauchy

Notiunea de sir Cauchy sau fundamental este o notiune utila in studiul
convergentei sirurilor atunci cand limita este greu sau imposibil de calculat.
Aceasta notiune se defineste astfel:

Definitia 3.4.1. Fie (E,d) spatiul metric si (x,)
elemente ale acestui spatiu. Se spune ca sirul (x,)

x,€E, un gir de

n>0"

este un sir Cauchy sau sir

n>0

fundamental, daca si numai daca pentru orice ¢ >0, exista N(g)>0 astfel

incat oricare ar fi n,m > N(&) rezultad ca d(x,,x,,)<¢.

Observatia 3.4.1.
a) Este simplu de observat ca daca E=R sau E =R’ conditia din

definitia 3.4.1 devine

P . S \2
1 1
X, = Xq|<& sau Y (xi-x,) <e.

n
i=1

b) Deoarece n,m e N, daca se considera m > n, atunci exista un numar
natural p oarecare, dar fixat astfel incat m=n+p.

c) Tinand cont de “b)” conditia din definitia 3.3.1 Tn acest caz devine

d(x,,x,, )<e&,pentruorice peN.

n+p

Propozitia 3.4.1. Orice sir convergent este un sir fundamental sau un sir

Cauchy.
Demonstratie:
Fie (x,),, un sir convergent catre x, € E, unde E este un spatiu metric

inzestrat cu metrica d. Conform definitiei convergentei in spatii metrice au loc
urmatoarele afirmatii:

e pentru orice ¢>0, existd N,(¢)>0 astfel incat n>N,(¢) rezulta
d(xg,x,)<¢&

e pentru orice ¢>0, existd N,(¢)>0 astfel incat m> N, (¢) rezulta
d(x, X,)<¢.



Fie N(&)=max{N,(¢).N, ()} atunci au loc simultan relatiile:
e oricarearfi n>N(¢) rezultd d(x,x,)<¢
e oricare ar fi m>N(¢) rezultd d(x,,x,, )< ¢. Atunci rezultd ca pentru
orice n,m> N(&) avem:
d(x,,x,)<d(x,,x,)+d(x,,x,)<2s=¢".Deci d(x,,x,,)<¢.
Conform cu definitia 3.4.1 sirul (x,),., este un sir Cauchy.

Observatia 3.4.2.

Reciproca propozitiei 3.4.1 nu este in general valabila, asa cum reiese din
exemplul urmator:

Exemplu:

Fie x,eQ definit astfel x,=1; x,=14; x,=141; ... sirul care
aproximeaza prin lipsa pe V2.

Este evident cd oricare ar fi ¢>0, existd N(&)>0, astfel incat
(V)n,m>N(&) rezulta ca |x, - x,| < ¢; deci (x,),., este un sir Cauchy.

n>1

Dar in spatiul metric (Q,d), spatiul din care fac parte toti termenii girului,

acesta nu este convergent pentru ca el are limita V2 ¢ Q.
Acest exemplu arata ca exista siruri Cauchy care nu sunt convergente.

Propozitia 3.4.2. Orice sir Cauchy este un gir marginit.
Demonstratie:

Fie (x,) ., X, € E, E spatiu metric inzestrat cu metrica d .
Dacd (x,)

nz0"’
.-, €ste un sir Cauchy, atunci conform definitiei 3.4.1 se poate
afirma ca pentru orice ¢>0, existd N(e)=n, >0, astfel incat oricare ar fi
n,m>n, rezultd d(x,,x,)<e.

Aceasta inseamna ca pentru termenii x,, x,,..., X, are loc relatia:

d(xno,x,)Zg, (V)i=0,n,.
Fie 5:rr’]n=%x{d(xn0,x,)} atunci

d(xno,xm)<§+g:r>0 pentru orice me N.

Ceea ce arata ca multimea {xo,x1,... X } este marginita, adica sirul

y no,...

(X,),., este un sir mérginit,

Observatia 3.4.3.

a) S-a vazut ca nu orice sir Cauchy este si sir convergent. Spatiile metrice
in care are loc aceasta afirmatie se numesc spatii metrice complete sau spatii



BANACH. Deci un spatiu BANACH este un spatiu metric care verifica
urmatoarea proprietate:

Orice sir convergent de elemente din spatiul BANACH are limita in
acest spatiu.

b) E=Q; d - metrica euclidiana; nu este spatiu BANACH.

E=R",m>1; d - metrica euclidiana; este spatiu BANACH.
E =[a,b]cR; d - metrica euclidiana; este spatiu BANACH.

Propozitia 3.4.3. (criteriul de convergenta al lui Cauchy pentru siruri).
intr-un spatiu metric complet un sir este convergent daca si numai daca este un
sir Cauchy.

Demonstratie:

Faptul ca orice sir convergent este un sir Cauchy s-a demonstrat.

Se presupune ca sirul este Cauchy si se va arata ca este convergent.

Pentru a usura scrierea se presupune E =R, iar metrica se considera
metrica euclidiana.

Fie x, e R sir Cauchy sau fundamental, rezultd ca pentru orice ¢ >0,

existd N(¢)>0, astfel incat (V)n>N(g), |x,,, -
Tinand cont de proprietatea modulului, relatia anterioara devine:

Xn Xn

<&, pentru orice peN.

Xpp = X,| <& & X, —6<X,,, <X, +&.

Daca in aceasta inegalitate se fixeaza n=n, rezulta x, —s<x, <X, +¢&,
o o+P Mo

oricare ar fi peN ceea ce arata ca multimea Xx, .,X, ..., este o multime

marginita, adica girul {x,,}nZo este marginit; dar se stie conform teoremei

Weierstrass-Bolzano ca orice multime infinita si marginita are cel putin un punct
de acumulare.

Daca in cazul de fatd punctul de acumulare este unic, teorema este
demonstrata.

Se presupune ca exista mai multe puncte de acumulare pentru sirul

{X”}nZO '
Fie L cel mai mare dintre acestea si / cel mai mic dintre acestea, deci vor
avea loc relatiile:

X, —¢<L<x, +¢& echivalent cu ‘L—xn0‘<g

n

x, —e<l<x, +& echivalent cu ‘/—xn <¢
0 0 0
rezulta
‘L—xn +1X, —I‘<25=g'
0 0
rezulta
IL-1l]<e'

cum &' este orice numar pozitiv, rezultda L=/, adica nu pot exista mai multe
puncte de acumulare.



5. Subsiruri. Principiul contractiei

Definitia 3.5.1. Fie x, = f(n) termenul general al unui gir de elemente din
spatiul metric E, generat de functia f si g: N — N o functie oarecare.

Xy(n) =(fog)(n), este termenul general al unui subsir al sirului (x,)

generat de functia g .

Observatia 3.5.1.
a) Cum multimea N este o multime de puterea continutului rezulta ca un
sir are o infinitate de puterea continutului de subsiruri.

b) Este evident ca {xn}nzo ) {xg(n)} .

Exemplu:
Daca g:N—> N, g(n)=2n, subgirul extras de aceasta functie din girul

(x,,)n>O este format numai din termenii indice par ai sirului initial, adica
Xos Xos Xgseees Xops Xop psee-

Subsirurile pot fi considerate ca siruri daca ele nu se raporteaza la sirurile
din care sunt extrase.

Subsirurile prezintd un rol de seama in studiul convergentei sirului din

care ele sunt extrase, agsa cum rezulta din urmatoarea propozitie.

Propozitia 3.5.1.
a) Fie peN un numar oarecare, dar fixat. Atunci functile g,:N —> N

definite prin g,(k):pk+i, i=0,p—1 genereaza p subsiruri ale sirului dat

(X0 )0

Acestea sunt {xpk}kZO ’{ka”}kzo ,{xpk+2}k20 ,...,{xpkﬂm}k20 )

Daca fiecare din aceste subsiruri sunt convergente si au fiecare aceeasi
limita /, atunci sirul (x,,)n>0 este convergent si are limita /.

b) Orice subsir al unui sir convergent este convergent si are aceeasi limita
ca a sirului.

Propozitia 3.5.2. (lema lui Cesaro). Din orice sir marginit se poate
extrage un subsir convergent.
Demonstratie:

Fie (xn)n>0 un gir marginit de numere reale, deci conform definitiei

marginirii rezulta ca exista a,b € Q astfel incat a< x, <b pentru oricen >0.

Daca multimea valorilor girului {xn} are un numar finit de elemente,

n>0
atunci cu siguranta sirul {xn}n>0 contine cel putin un subsir constant. Si cum orice



sir constant este convergent rezulta ca din orice sir marginit se poate extrage un
subsir convergent.

Dacd multimea {x,} €¥,, atunci aceasta fiind si o multime marginita,

conform cu teorema Weierstrass-Bolzano, rezulta ca are cel putin un punct de
acumulare.

Fie x, unul dintre punctele de acumulare, atunci conform definitiei
punctului de acumulare, in interiorul intervalului (x, —1x, +1) exista o infinitate
de termeni ai sirului (x,) .

Fie x, = x, unul dintre acestea.

: . 1 1 ek e ,

In vecinatatea | x, _E’XO +§ de asemenea exista o infinitate de termeni
ai sirului.

Fie x, unul dintre acestia cu proprietatea ca x, = X, Si X, # X, .

Si asa mai departe, continudnd rationamentul, rezultd ca in vecinatatea

n>0 "

(xo —1,x0 +1j exista o infinitate de termeni ai sirului (x,)
n n
Fie x, unul dintre acestia cu proprietatea ca x = x, pentru orice
k=0,n-1...
in acest fel s-a construit sirul x;,x,,...,X,... care din modul de constructie

este evident ca are limita x,. Dar acest gir aga cum a fost construit este un
subsir al sirului (xn)nZO si asa lema a fost demonstrata.

Propozitia 3.5.3. Orice gir monoton si marginit de numere reale este

convergent.
Demonstratie:
Fie (xn )nzo, x, € R gir monoton si marginit. Fara a micgora generalitatea

propozitiei presupunem ca (x,7 )n20 este crescator.

Fiind marginita multimea {xn},720 nu poate avea puncte de acumulare
infinite.
Fie L=lim{x,} si /=lim{x,} se considera Pl

Atunci, conform definitiei punctului de acumulare rezultd ca in vecinatatea
(I-¢&,1+¢) si (L-—¢g,L+¢) exista cate o infinitate de termeni ai sirului.

Fie x, e(I-&l+¢), x, e(L—¢&L+¢) astfelincat n, > n,.

Datoritéa faptului ca vecinatatile contin o infinitate din termenii sirului,
aceasta alegere este posibila; in plus exista x, e(/-¢;/+¢) astfel incat n, <n,.

Dar x, <x, si x, >x, contrazic faptul ca sirul este crescator.



Contradictia provine din faptul ca a fost admisa existenta celor doua
vecinatati (/—¢,/+¢), (L-¢g,L+¢).

Cum aceste vecinatati nu pot exista simultan, rezulta L=/, adica sirul
trebuie sa fie convergent.

Propozitia 3.5.4. (lema lui Stolz). Fie (x,)  si (y,) , doud siruri de

numere reale care satisfac proprietatile:
(o] H .
1°(x,),., Siroarecare;

2°(y,).., $ir monoton si nemarginit;

3° Xn+1_Xn_>€
yn+1_yn

. X
Atunci si raportul - — 7.
n
Aceasta lema, pe langa faptul ca contribuie direct la determinarea limitei
unor giruri, are doua consecinte importante:

, . e X Xy et X
Consecinta 1: Daca lim x, =/ atunci lim ——2 =]

n—ow n—ow n

, e X -
Consecinta 2: Daca lim—2' =/, atunci lim ¢/x, =1 .

n—oo X n—w
n

In continuare, cu ajutorul sirurilor se va demonstra propozitia intitulata
“Principiul contractiei” care are o importantd deosebita in demonstratia unor
importante teoreme de analiza matematica, cum ar fi:

- Teorema de existenta si unicitate pentru functiile implicite;

- Teorema de existentd si unicitate a solutiei problemei Cauchy pentru
ecuatii si sisteme de ecuatii diferentiale, etc.

Definitia 3.5.2. Fie (X,d) un spatiu metric si ¢: X — X o aplicatie
oarecare.

Daca exista c<[0,1) astfel incat d(e(x),o(y))<c-d(x,y), oricare ar fi
x,y € X atunci aplicatia ¢ se numeste contractia spatiului metric X si ¢ €[0,1)
este coeficientul de contractie.

Propozitia 3.5.5. (principiul contractiei)
Fie (X,d) spatiu metric complet si ¢: X — X o contractie a acestuia.

Exista si este unic punctul £ € X astfel incat p(&)=¢.

Demonstratie:
Punctul & care verifica conditia din propozitia 3.5.5 poartda denumirea de

punct fix al contractiei ¢.

Pentru demonstrarea propozitiei trebuie demonstrata unicitatea si
existenta acestui punct.




Unicitatea: Se presupune prin absurd ca exista &'# £ doua puncte fixe
ale lui ¢ . Atunci, tindnd cont de faptul ca ¢ este o contractie, rezulta:

d(e(8).9(&Y))<c-d(&.&))

(1)

Din faptul ca & si &' sunt puncte fixe rezulta:

p(&)=¢
p(&)=¢"
(2)

Din (1) si (2) rezulta d(&,E")<c-d(&,&'). De aici rezulta ca:
d(&,¢")(1-¢)<0.

Din aceasta inegalitate se obtine d(&,£')<0.

Dar se stie ca d este o metrica si deci d(&,£')>0.

Din cele doua inegalitati, rezulta ca d(&,¢')=0<&=¢".

Existenta: Pentru a demonstra existenta punctului fix se construieste in

spatiul metric X sgirul aproximatiilor succesive si se demonstreaza ca acest sir
este un sir Cauchy.

Fie x, € X un punct arbitrar dar fixat. Sirul aproximatiilor succesive se
construieste astfel:

X, =0(Xp); X, =(Xy); s X, = (X, 4), -

Se arata ca acest sir este un sir CAUCHY. Pentru aceasta se procedeaza
astfel:

Fie:

0 =d(Xy,X,)
d(x,,x,)=d(p(x,),0(x,))<c-d(x,,%x,)=C-0
d(X, X3) = d(p(X,),0(x;)) < C- d(X1,X2)<C 0
d(x;,x,) = d(@(X,),0(x;)) < ¢ -d(X,,x;,) < € 5

d(x X, )<c”1 5

Tlnand cont de aceste relatu rezulta ca d(xn+p, X,) < ¢, pentru orice £>0.

Asadar sgirul aproximatiilor succesive este un gsir CAUCHY, si spatiul
metric (X,d) fiind complet (spatiul Banach) rezulta ca acest sir este convergent.

Fie & =limx,

(1)

Atunci 0<d(p(x,),9(&))=d(x, ,,o(&))<c-d(x,,¢). Din aceasta ultima
inegalitate tindnd cont de egalitatea (1) se obtine

lim x, = ¢(Z)

(2)



Deoarece orice sir convergent are limita unica, din (1) si (2) rezulta ca
(&)= ¢ . Deci contractia ¢ : X — X are punct fix.

6. Exercitii rezolvate

Exercitiul 3.6.1.

Sa se determine marginea inferioara m, marginea superioara M, limita
inferioara /, limita superioara L a multimilor:

a) E={x,Xy....x,}, X, <X, (V)i<j
b) E =[1,2]U[3,4]U{5)
) E=Q E=N

d) E ={1\n e N*}
n

e) E=(JE, unde Ep:{l+1neN*}, peN".
p=1 p n
Rezolvare:
Dupa cum se stie | respectiv L reprezintda marginea inferioara m

respectiv marginea superioara M a multimii E'.

a) E'=¢. Este evidentca m=x,, M=x, dar / si L nu exista.

b) E'=[12]U[3,4]. Este evidentca m=1, M=5, /=1, L=4.

c) Q'=R; Este evident ca nu exista (in sensul ¢a nu sunt finite) m,M,/,L .
Deci Q si Q' nu sunt marginite. N'=¢ (in spatiu topologic (R,z, (x)).

Este evidentca m=0, M nu exista. Cum N'=¢, nu exista /, L (in sensul
ca pot fi orice numere finite).

d) E'={0}. Este evidentcd M=1, m=0si /=L=0.

e) E':{l‘peN*}u{O}.Seobservécé m=0,M=2,L=1,1=0.
p

Exercitiul 3.6.2.

Orice multime compacta din R este multimea perfectd, dar nu orice
multime perfecta de numere reale este compacta.
Rezolvare:

In spatiu topologic (R,rR(x)) singurele multimi compacte sunt intervalele
[a,b], a<b, abeR. Dar tinand cont de definitia 2.2.1/5, I'=/. Deci
=[a,b] este multimea perfecta.

/
/

Fie multimea A =[a,b]u[c,d], b<c. Tinand cont de aceeasi definitie, se
observa ca A'=A. Deci A este o multime perfectda. Conform cu propozitia 3.2.2.



segmentul de dreapta ce uneste punctul x=b cu y =c¢ nu este continut in A,

deci A nu este compacta.
Observatie:
Din rezolvarea acestui exercitiu, reiese ca nu intotdeauna reuniunea a

doua multimi compacte este o multime compacta (in R,R? R?).
Exercitiul 3.6.3.
Fie L=lim{x,} si L=lim{x } sirul {x,}  este convergent daca si

numai daca / =L.
Rezolvare:
Daca /=L atunci nu mai exista un alt punct de acumulare al multimii

{xn}neN si in acest caz a este limita sirului. intr-adevér, in orice vecinatate
(a—g,a+g) exista o infinitate de termeni ai sirului {xn}neN conform cu propozitia

3.1.3.
Daca ar exista o vecinatate (a—g,a+g) astfel Tncat in afara ei sa fie o

infinitate de termeni ai sirului (ii presupunem la stanga vecinatatii), acesti termeni
fi putem include intr-o vecinatate (y, —&,y, +¢,), ¥, <a. Deci y, este punct de
acumulare al sirului {xn}neN. Aceasta contrazice faptul ca exista un singur punct
de acumulare x =a. Deci in orice vecinatate (a—g,a+g) exista o infinitate de

termeni ai sirului {xn}neN, iar in afara un numar finit. Deci x = a este limita sirului

{X”}neN '
Daca /=L atunci exista cel putin doua puncte de acumulare. Fie acestea
x=a si y=b.Este evidentca x=a si y =b sinici un alt numar real diferit de

acestea nu pot fi limita a sirului {xn}neN deoarece exista cel putin o vecinatate a

acestora in afara céareia exista o infinitate de elemente ale sirului {xn}neN.

Exercitiul 3.6.4.
Sa se cerceteze daca sirurile cu termeni generali:

(-1)"-n+n

a) x =
) n-1

n

_() 4+
b) x, = sunt convergente.

Rezolvare:

a) {x,}",.x ={0,2} = /=0 si L =2. Deci sirul nu este convergent.
b) {x,}",..x ={0} =/ =L=0. Deci sirul este convergent si x, »0.
Observatie:

Pentru a determina pe  {x,}'.. s-a  procedat  astfel:

{Xn}neN - {in}neN U{X2n+1}neN s {Xn}

neN — {XZn } 'neNU {X2n+1} neN *



Exercitiul 3.6.5.

C o X .
Daca lim = =] atunci limg/x =/.

n—o X n—ow
n

Rezolvare:
Pentru a avea sens exercitiul, este evidentcd x, >0 (V) n>2.
Inx,

Fie y, =4/x, = p

. . . Inx. S Inx _,—Inx , X
limy, =limlng/x, = lim—= = lim — N =limlin=L =In/
n—o n—o n-wo N n—o n+ 1 —h n—o X

n

Deci In(lim X, ) =In/. Tindnd cont de injectivitatea logaritmului se obtine

n—ow

- X
ca: limg/x, =/ = lim =2,

n—w n—-o ¥
n

Observatie:
Exercitiul 3.6.5. este dat in paragraful 5 ca si consecinta a lemei lui Stolz.

Exercitiul 3.6.6.

- C e X et X

Daca lim x, =/ atunci lim—1+——-2 =/,
n—o n—o n

Rezolvare:
XX LS (XX, X ) (X e X ,
lim = n =I|m( ! o Xot) = (% n)=|Ian+1=/
N n A n+1-n n—
Observatie:

Exercitiul 3.6.6. este dat in paragraful 5 ca si consecinta a lemei Stolz.

Exercitiul 3.6.7.
o .. — 1 2 1 n , 2n .
Sa se arate ca sirul X, =(x),x2) unde x;=——o0!, X? = are limita
n+1 n+2

| = (1,2) si sa se determine rangul incepand de la care toti termenii girului sunt la

o distantd mai mica decat T de (12).
300

Rezolvare:
limx, =1 dacad (V)e>0 existdi N(g) finit astfel incat oricare ar fi

n—ow

n>N(e), d()?n,l_) < ¢. Agadar,

2 2 2
\/(X:,—1)2+(x,2,—2)2<g:>\/( n _1J +( 2n ‘Zj oo [T77 4360420
n+1 n+2 (n+1)"(n+2)

17n? + 36n + 20 5 . .
Deoarece < este suficient sa se rezolve

(n+1)2(n+2)2 n+2




inegalitatea ° ront2522n>2"% Deci N(g) [5_25] Cum
n+2 £ £ £

N(¢) este finit pentru orice ¢ >0, (1,2) este limita sirului X, .

5_ 2

Fie g = N[ 1] =| 2300 |_1498. Deci
300 300) | 1
300

1

1 2

{(62)], =0 ((1’2)’%j -
Exercitiul 3.6.8.

T L cosk! &1
Fie sirul x_ = — > — .
P (;k(kﬂ) ;kJ

Folosind criteriul de convergenta a lui Cauchy pentru siruri din R?, sa se

studieze convergenta sirului X, .

Rezolvare:
Trebuie ardtat ca (V)e>0, (I)N(e) finit astfel incat (V)n>N(e)

I, cosk! . 21
= si X2=> —.
o k(k+1) it K|

Agadar \/ ( p1 (n+k COS)((Zii)H ]2 {

d(X,,,.X,)<e (V) peN. d(X,,, n)<5:>\/ ,Hp—x) +(x§+p—x§)2<g unde
i cos(n+k)!

2
1 <g. Dar
+k)!]
par n+k) n+k+1 = (n+k)( n+k+1)
( 1 1 j ( 1 1 j 1 1
- + - +...+ - =
n+1 n+2 n+2 n+3 n+p n+p+1

T 1 - 1
n+1 n+p+1 n+1

(1)

g
—_
3

I/\

1 N 1 N 1
n+k (n+1) (n+2)t

Mb
+
—
Il

:i{ 1 + 1 +..+ 1 }<
nn+1 (n+1)(n+2) = (n+1)(n+2)...(n+p) |



1{1 1 1 } 11 (n+1)
<— + +o =—. : <

“n!lln+1 (n+1)2 (n+1) | n! n+1 1
n+1
1|. r._on 11 (2)
ntn+t 1 nln
n+1
Din (1) si 2)

T B P R mmmeme
Fome=| |

Este suficient sa se rezolve inegalitatea —<e=>n>—=
n & &

care este finit pentru orice ¢ >0. Deci sirul X, —(xn,x,,) este un sir Cauchy in

R? deci este un sir convergent.

Observatie:
Tindnd cont de propozitia 3.2.3. si propozitia 3.3.3. rezulta ca sirul

X,=(x),x2,..x7") este sir Cauchy daca sirurile (xi) ~ k=1n sunt siruri

.
n n>0

Cauchy.

Exercitiul 3.6.9.

1 1
Fie X = [I_Iakjn,"‘1 - (H—J unde lima, =/, a, >0 si a>0.
Pl n n! n—o

Sa se calculeze limX, .

n—oo

Rezolvare:
Conform cu propozitia 3.2.3. lim )_(n—(th I|mx I|mx) unde

n—ow n—o n—o
C 1
1 a— 1
1 . o kz;k s [n" )
X = a y X == , X =|— .
n ];!: k n na n n!

: : . a.a,..a,a : : .
lim x' =limg/a,.a,..a, =lim——2"2"11 = |img =/ (vezi Exercitiul

n—w n—ow n—ow a1 aZ a n—w
. e d,

3.6.5.).



n

a-1 1
2k (14n)

lim x2 = lim £ = lim . =lim n+1 ~ (vezi Exercitiul
n—»o nox N n—w (1 +n) =n? n—»ow 1 (1- 1
n+1
3.6.6.).
Cpe o2 1 1
Deci lim x; = lim —=—.
n—o n—o 1 a
(-0
n+1
(n +1)n+1
n n+1)! !
mnﬁ=nmdﬁ-=m»i—rlcnm(ﬂiq >
n—o n-» \ nl n—o L n—ow n
n!

n—o

Agadar limXx, = (E,l,ej.
a

Exercitiul 3.6.10.
Fie sirul )?n:(x:,,x,z,) unde x, =0 si x —%((x1)2+b), n>0, be[0,1]

n+1 — n
iar xf:\/g, xX2=\Ja+x>,,n>2, a>0.

Sa se cerceteze daca sirul este convergent si in caz afirmativ sa se
calculeze limita sa.
Rezolvare:

Tindnd cont de propozitia 3.2.3, sirul ()‘(n)nzo este convergent daca si

numai daca sirurile (x}) i (x2)  suntconvergente si limX, = (Iim X', lim x,f)
nz! nz n—oo n—w

n—ow

Se stie ca un sir de numere reale, monoton si marginit este convergent.
1 2 b 1 2 1
X =0, ﬂ:§«4)+@=§<1, @:EH&)+@<§U+U=L Se

propune cad x)<1 si se demonstreazd ca x!,<1. Intr-adevar
1

112 1 . g
X, :E((X”) +b)<5(1+1)=1.A§adar conform inductiei x} <1 (¥) n>0.
Deci x;, €[0.1]
(1)



Se presupune c& x' > x!, si se demonstreaza c& x', > x!. Intr-adevar,
1
X:M:[(Xl) +b}>§[( n1) +b} x' . Asadar, x! > x!

Atunci, conform inductiei, sirul (x})
(2)
Din (1) si (2) rezulta ca sirul este convergent.

Deci existad ¢ finit astfel incat ¢=limx!. Trecand la limita in relatia de
recurentd se obtine (> —-2/+b=0, (,=1-+/ ‘

o este crescator.

, £y=1-\1-b,0,=1+J1-b. Cum ¢, ¢[0,1]
atunci
lim x!) =1-vJ1-b
(3)
Pentru sirul (x2) se obtine:
?=a,

X2 =\a+x? —Ja+Ja >a =

_ 2 2 2
—\/a+x2 >\/oz+x1 =Xy ..

Se presupune ca x> x>, si se demonstreazd ci x?, > x>. Intr-adevar,
X2, = \/a+x >\/a+x =X2.
Asadar, x2

2 > x? deci conform inductiei, sirul (x,f) este crescator

(4)
x2 =Ja <1+Ja +1 evident.
X2 = «/a+X<\/0(+1+ 1<\/a+1+2\/ +1+1=1+Ja+1 ...

Se presupune ca x> <1++a +1 si se demonstreaza ca x>, <1+/1+
Intr-adevar,

x,f+1 =\a+ X’ <Na+1eJa+1<a+1+2Ja+1+1=1+Ja+1
X2, <1+ +1. Atunci, conform inductiei, rezulta ca

xn <1+\/m, pentru orice n>1.

Deci x? € (0,1+\/m), pentru orice n>1.

()

Din (4) si (5) rezulta ca sirul (x2 )n>1 este convergent. Adica exista ¢ finit
astfel incat lim x> = ¢. Trecand la limita in relatia de recurenta se obtine

=NJa+l{ =P -(-a=0,

Asadar,

’ _1-V1+4a ’ 1+ V1+4a
1T 5 it T T 5 -

2 2
¢(01+1+a), 1, €(01+1+a). Deci



lim x2 — 1+V1+4a

n—w 2

(6)

Tinand cont de (3) si (6) sirul ()_(n)n>0 este convergent si

|mz=@m4mmﬁkb—m—mﬁi;ﬂ%.

n—ow n—o

Exercitiul 3.6.11.
Fie X, =(x,,x?,x7) unde

nk4
1 ;‘ ] 2_1+23/§+...+n%/ﬁ_

n n*<\n+1

w3 _N-
X, =x{=0; Xx

n1 = 5

3 1[a+x§+(x§_1)2} unde ac[0,1]. S& se calculeze

limXx_ .
n—ow n

Rezolvare:
Daca S, =1 + 2% + 3% + ...+ n* atunci are loc urmatoarea relatie:
k t

(n+1)" =1+C.,S, +C%.S, , +...+C] .S, +n.

(1)
Pentru a demonstra relatia de recurenta se porneste de la egalitatea:
k+1 _
(a+1)" =a""+C}, @ +C; @ " +..+C @ +C.
in aceasta egalitate se dau lui a succesiv valorile 1,2,3,...,n si se aduna
membru cu membru cele n egalitati. Daca in egalitatea (1) se considera k =4
se obtine:

(n+1)° =1+ClS, +C2S, +C3S, +C:S, +n
(2)

2 2
In aceasta egalitate S1Z—n(n2+1)7 Szzn(n+1é(2n+1)’ S3z—n (n4+1) .
Tindand cont de S,, S,, S, din egalitatea (2) se obtin
n(n+1)(2n+1)(3n*+3n+1
g, Pl (20 )
30
n(n+1)(2n+1)(3n* +3n+1
Atunci x; = (n+1) )(5 ):>Iimx;:1.
30n n— 5
Conform cu lema lui Stolz sirul (x,f)n>1 are aceeasi limitd cu sirul
(n+1)2\/n+1

& (n+1)3\/n+1—n3\/ﬁ'



\/E(n+1)2 \/n+1(n+1)2
Syn <
\/n+1(3n2+3n+1) \/E(3n2+3n+1)
(3)

Deci conform cu inegalitatea (3) se obtine limy, :%. Deci lim x? :%.

n—ow

Pentru (x;)  se aratd ci este monoton si marginit.

n>1

Monotonia
1 4 . x

Xy =—a, X =—a. Se observa ca x; < x; <X;.
3 9

5 3 3
Se presupune ca X, < X, .

1 2\ _1 2

X2 = —(a + X4+ (X0 2) ) < —(a + X, + (X 4) ) =x3, =
3 3

x}<x?, c.ctd.

Deci conform inductiei rezulta ca sirul este crescator.

(4)
Marginirea

3

Se presupune ci x; 1 si se demonstreaza ca x. , <1. Intr-

3
1, x,

adevar, x,f+1=%(a+x,f+(x,f1) )s%(1+1+a)£1. Deci conform inductiei sirul

(x2), ., este marginit si anume x; €[0,1] (V) n>0.

(5)
Din (4) si (5) rezulta ca sirul este convergent. Exista ¢ finit astfel incat
imx>=¢. Trecdnd la limitd in relatia de recurentda se obtine:

E:%[a+£+£2]:>€2—2£+a:0, t,=1+1-a,¢[01] si £, e1-+1-a <[0,1].
Deci lim x; =1-1-a.

n—w

Agadar limx, = (%,%,1—\/1—(:1] )

n—wo

Exercitiul 3.6.12.

Se considera sirul

X, =(x,1,x,2,,x,f’,x,‘,‘) unde

X! :1+1+...+1—Inn, x> L P I
2 n n n+1 2n

X =H(1—%}

k=2



}n ori

xfzx/g,x§:\/a+\/5,...,x;‘:\/a+\/a+\/a+...+\/5 ,a>0.

Sa se calculeze limX, .

n—o

Rezolvare:
Este evident ca:

n+1 n
(1+lj >e>(1+1j <:>(n+1)|nn—+1>1>(n)-lnn—+1:>
n n n n

1 1 1 1 1
:>—<In(n+1)—|nn<—<:>—<|n 1+ — |<—
n+1 n n+1 n n

(1)

X, —X :L—In(n+1)+lnn=L—In(1+1j<0 (s-a tinut cont de

T on+1 n+1 n
inegalitatea (1)).

De asemenea, din inegalitatea (1) se obtine ca x, >0 (V)n=>1. Asadar
sirul (x; )n>1 este monoton si marginit. Deci exista lim x} € (0,1).

n—ow

Aceasta limita este y =0,5772... si se numeste constanta lui Euler. (2)

2= 1 :lzL Aceasta este o suma Riemann a functiei

o n+k nk=01+5

n
F:[01] >R, f(x):%.
+X

Functia fiind integrabila se observa ca
.o tdx 1
lim x; = Om_ln(ﬂx)‘o =In2 (3)

n 1 n (k=) (k+1) 2 k=132 k+1
x3 = (1——j= = =

g Kk g k* k2 K g k
_1.2.3.n-1 3-4.n(n+1) 1 n+1_n+1

2:3..(n=1)+n 2-3..n n 2 2n
Deci x* =1 Atunci fim x? = & (4)
2n n—o 2
Este evident ca sirul este crescator si x;‘ >0.
(5)
: = 4)\? 4 ._a X,
De asemenea, este evident ca (x;) =a+x;,= X, =—+1<Ja+1
X

(deoarece sirul este crescator).
Deci (x;‘ )n>1 este marginit x* ¢ (O,\/5+1)

(6)



Din (5) si (6) rezulta ca sirul este convergent, adica exista ¢ finit astfel
incat 7 = lim x*.

n—ow

. o . ) 2 .
Trecand la limitd in relatia de recurentd (xi) =a+x;, se obtine

?—l1-a=0 €1=1_— ,12+4a<0 (nu convine) 62:1+— “12+4a, €26(0,1+\/5).
Deci
Iimx;‘,:1+— \'124“4""

(7)
Din (2), (3), (4), (7) se obtine limXx, =

n—oo

l|n2!_i
PheTT2

( 1 1+«/1+4a}

Exercitiul 3.6.13.
X

a) Sa se arate ca f:R—>R definitd prin f(x)==+ ~ este o
4 3+x
contractie.
b) Sa se gaseasca punctul fix.
Rezolvare:
a) Se considera metrica euclidiana si se obtine
1 1 1| |1 (v-x)(x+y) | 1
f(x)-f =|—(x- - =|—(x- <—|x-—
‘ (x) (y)‘ 4(X y)+3+x2 3+y?| 4(X y)+(3+x2)(3+y2)‘ 4|X v
inegalitatea se obtine aratand ca maximul functiei
(y=x)(x+y)
Y)= este 0.
9(xy) (3+x2)(3+y2)

Deci din |f (x)—f(y) < %|x— y| rezulta ca f(x) este o contractie.

b) Se observa cad f(—1)=0. Deci x =—1 este unicul punct fix.



CAPITOLUL IV
SERII

Cadrul general in care poate fi construita si studiata o serie este cel de
spatiu vectorial normat complet (spatiu Banach).

1. Serii. Generalitati
Definitia 4.1.1. Fie (X,|{) spatiu vectorial normat complet si (x,) .

x, € X pentru orice n e N un sir de elemente din acest spatiu.
Considerand sirul:

n
So =X, S; =X+ X, S, =X+ X, + Xy, oy S, = DX,
k=0

cupletul (x,,S,) = defineste o serie in spatiul vectorial X, unde x, este

n>0
termenul general al seriei, iar S, este termenul general al sirului sumelor
partiale.

Seria astfel generata se noteaza:

ixn sau ) X,
n=0

n>0

Observatia 4.1.1.
a) Se observa ca seria este generalizarea sumei intr-un spatiu vectorial.
b) Natura elementelor spatiului vectorial X da si denumirea seriei, adica:
X =R - seria este o serie de numere reale;
X =C - seria este o serie de numere complexe;
X =R" - seria este o serie de elemente din R";

X = B” - seria este o serie de functii, f: A — B.

Exemple:

1 : y : , .
a) Z— este o serie de numere reale care poarta denumirea si de serie

n=1

armonica;

21 ) . I .
Z—a, a € R - seria lui Riemann, care este serie de numere reale.
n=1

21 21 .
b) > ——+> —, i =+-1 - serie de numere complexe;

~=n+1 “=n



c) (Z:‘ n21+1;2j;|n(n+1),2q”} - serie de elemente din R®.

Problematica pusa in legatura cu o serie dintr-un spatiu vectorial este
urmatoarea:
- convergenta sau divergenta (are sens suma sau nu);
- in cazul convergentei, gasirea efectiva a sumei seriei;

Definitia 4.1.2. (CONVERGENTA) Fie (X,||) spatiu vectorial normat

complet si an o serie din acest spatiu. Se spune ca seria este convergenta
n=0

n
si are suma S daca sirul sumelor partiale S, = Zxk este convergent si are loc
k=0

egalitatea S=1imS, .

n—w

e Daca sirul (Sn )nZo este divergent, atunci seria este divergenta.

este divergent, fara limita, seria » x,
n=0

e In cazul in care sirul (S,)

poarta denumirea de serie oscilanta.
In marea majoritate a seriilor, definitia 4.1.2 este greu sau imposibil sa se

aplice datorita faptului ca sirul S, = Zxk este complicat, de aceea este necesar
k=0

sa se construiasca o teorie care sa suplineasca aceasta definitie.

Propozitia 4.1.1. Natura unei serii nu se schimba daca se neglijeaza un
numar finit de termeni ai sai. (Prin natura unei serii se intelege convergenta sau
divergenta seriei).

Demonstratie:

© P
Fie an , S suma seriei §i y = an o suma finita din primii p termeni ai
n=0 n=0
seriei.
Cu notatiile anterioare sunt evidente egalitatile:

S, = Zw: xn:ixn—zp:xn:S—,u.
n=0 n=0

n=p+1
Deoarece u este finit, rezulta ca in cazul in care S este finita, adica seria

an este convergenta, rezulta ca si S, este finita, adica seria Z x, este
n=0 n=p+1

convergenta.



Daca S este infinita, adica seria 2xn este divergentd, atunci si S, este
n=0

infinitd, adica seria )’ x, este divergenta.
n=p+1
Exemplu:

Sa se arate ca seria armonica Z— este o serie divergenta.
n
n=1

Rezolvare:

11111111111111

zl t—F—F—Ft—t—F—Ft—+—F—F+—+—+—+—+
—in 2 3 4 5 6 7 9 10 11 12 13 14 15 16
1 1 1 1 1 1 T 1 1 1 1 1 1 1
=l 1+=|+|=+—|+| = —t+— |+t —Ft—F—F—+—+—+— |+
2 3 4 5 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

In urma acestei grupari se pot face urmatoarele majorari:

1
8
1
6

s,>1 s, 53 s, 50 s, =51 requia ca
22 2! 23 2 ) 24 2 PR ] on — k 2

2"
Z reprezinta unul din termenii generali ai sirului sumelor partiale
k=1

pentru seria Z . Conform criteriului majorarii, din inegalitatea anterioara rezulta

n=1

Conform cu definitia 4.1.2 rezulta ca seria Zl este divergenta.

n=1

Propozitia 4.1.2. (CRITERIUL GENERAL DE CONVERGENTA AL LUI
CAUCHY PENTRU SERII).

Fie (X,||) spatiu vectorial normat complet si ixn o serie din acest
n=0

spatiu.

Seria X este convergenta daca si humai daca pentru orice 8>0,
n
n=0

existd un rang n(¢) >0 astfel incat oricare ar fi n > n(¢) rezulta:

Xy + Xpog +oet X

n+1 n+p

< &, pentru orice pe N.

Demonstratie:




"=" Presupunem ca seria an este convergenta atunci conform cu

n=0
definitia 4.1.2 S, :ixk este sir convergent. Rezultd (S,)  sir fundamental
k=0
sau Sir Cauchy. Deci: [(v)g >0, (I)n(e)>0 astfel incat
(V)n>n(e)=|S,.,-S,

nep
n+p n

PRI IA
k=0 k

=0

<¢, (V)peN, p fixat |. Asadar:

<&E=

X +X . ,+...+X

n+1 n+2 n+p

<&, (V)peN, fixat

"«<" Se presupune ca relatia din propozitia 4.1.2 este adevarata si se
demonstreaza ca seria este convergenta.
Intr-adevar, din afirmatia

[(¥)e>0, (3)n(s)>0 astfel incat
(V)n>n(e)=
S-S

nep
Dar spatiul S este un spatiu vectorial complet, deci (S,)  convergent.

X ++X ,+...+X

n+1 n+2 n+p

<e, (V)peN, p fixat |, rezulta

<e=(S,) , sir fundamental.

Atunci conform cu definitia 4.1.2 an este convergenta.

n=0

Propozitia 4.1.3. (CONSECINTA) O conditie necesara pentru
convergenta unei serii este ca termenul general al seriei, sa aiba limita zero.

Demonstratie:

Intr-adevar, daca in conditia propozitiei 4.1.2 se considerd p =1 atunci se

obtine
(V)e>0, (3)n(e)>0 astfel incat (V)n>n(e)=|x,,
limx, =0.

n—ow

<g, atunci

Forma practica a propozitiei 4.1.3 este urmatoarea:

, Pentru x =0 seria an este divergenta
limx, =x: e

n—ow

Pentru x =0 nu se poate afirma nimic despre natura seriei

Exemplu:
Sa se studieze natura urmatoarei serii: i@
20 +2
Rezolvare:
Se observa ca
Yn*+1 _ 41 A
= lim x, = lim _ 20,

X, =—F— —_— =



Atunci seria

Zw: i‘/n_3+1

n=1 \4/2n3 +2

O categorie aparte de serii sunt seriile din R™. Acestea se definesc dupa
cum urmeaza:

este divergenta.

Definitia 4.1.3. Fie R" inzestrat cu norma euclidiana, (spatiu vectorial
normat complet) si xn:(xf,,xf,,...,x’”) un sir din  R™, atunci

n

> X, :(Zx;,fo,,...,Zx;"j este o serie din R, unde > x,, i =1,m sunt serii
n=0 n=0 n=0 n=0

n=0

de numere reale care poarta denumirea de proiectiile seriei din R™.

Propozitia 4.1.5. O serie din R™ este convergenta daca si numai daca
fiecare proiectie este convergenta.
Demonstratie:

=" Se presupune ca seria ZX,,, X, = (x;,xf,,...,x,T) este convergenta si

n=0

se demonstreaza ca seriile Zx;, i =1,m sunt convergente.
n=0
Intr-adevar, din convergenta seriei rezultd cd sirul sumelor partiale

S, = anxk = (Zn:xlzn:xfzn:x;"J =(S,,S%,...,S7") este un sir convergent.
k=0 k=0 k=0 k=0

Dar se stie ca un sir din R™ este convergent daca si numai daca
proiectiile sale sunt convergente.

n o
Rezultd S; =) x,, i=1m sunt siruri convergente. Deci serile ) x;,
k=0 n=0

i =1,m sunt convergente.
Reciproca se demonstreaza in mod asemanator.

Observatia 4.1.2.

a) Propozitia 4.1.5 reduce studiul seriilor din R™ la studiul seriilor de
numere reale.

b) Tinand cont de propozitia 4.1.5 S =(S,,S,,...,S,,) unde S, i =1m sunt

sumele seriilor proiectii ale seriei din R™.

2. Serii cu termeni pozitivi

Un caz particular de serii de numere reale il reprezinta seriile cu termeni
pozitivi. Aceste serii se definesc astfel:



Definitia 4.2.1. Seria an , X, € R se numeste serie cu termeni pozitivi,
n=0

daca existda unrang N € N astfel incat pentru orice n>N, x, >0.

Observatia 4.2.1.
Tinand cont de propozitia 4.1.1, rezulta ca fara a micgora generalitatea se
poate considera n=0.

Propozitia 4.2.1. Fie an o serie cu termeni pozitivi. Sirul sumelor
n=0

partiale ale acestei serii este un gir crescator.
Demonstratie:
Sirul sumelor partiale pentru seria data este :

n n+1
S, =Y X, . Deoarece S, =Y x, se obtine:
k=0 k=0

Spi=S, =D %~ X, =X,,,>0 deci S,,-S,>0. Atunci sirul S, este
k=0 k=0
crescator.

Propozitia 4.2.2. (CRITERIUL MONOTONIEI) Fie ZX,,O serie de
n=0

termeni pozitivi.

Daca sirul (S,) , este marginit, seria )_x, este convergenta.
n=0
Demonstratie:
Cum seria este cu termeni pozitivi, din propozitia 4.2.1 rezulta ca sirul este
crescator. Cum acest sir este si marginit, rezultd ca el este si convergent.
Conform definitiei convergentei seriei, rezulta ca seria este convergenta.

Exemplu:

. . o 1 . .
Sa se arate ca seria Z—a a > 1 este o serie convergenta.
n

n=1
Rezolvare:
Se aranjeaza seria sub forma urmatoare:

=1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Y—=t| ot |+ ottt = | ot +
= n” 2 3 4“ 5 6% T° 8 9 15

1 1 1 1
fot—[+...

+ + +
(2’”)“ (27 + 1)“ (2’” n 2)“ (27 - 1)“
Se observa ca:




1 p
H
1 1 1 1 2‘“) 1
Deci Sz'" 11 <1+ a1 + 22(1171) 23(1271) + 2m(a—1) - 1 < 1’
21271 1 - 2(171
p — 2m+1
J Daca « >1 se observa ca S,,., . este marginit deoarece 3
1-
2(1—1

este un numar finit cuprins in intervalul (0,1).

Dar 32m+1,1 este monoton. Fiind si marginit rezulta ca este convergent,

R : <
adica seria » —, a > 1 este o serie convergenta.

n=1

Propozitia 4.2.3. (PRIMUL CRITERIU AL COMPARATIEI) Fie ZXn Si
n=0

Zyn doua serii cu termeni pozitivi. Daca exista N € N astfel incat pentru orice

<
1° >y, convergents, implica > x, convergents
n=0 n=0
2° > x, divergenta, implica > y, divergenta.
n=0 n=0
Demonstratie:

1° Fie (S,,X)n20 si (Sny)nZO Zyn termenii generali ai sirurilor sumelor

n=0

partiale pentru serile Y x,si Dy, .
n=0 n=0
Deoarece x, <y, , pentru orice n>N (fara a micgora generalitatea se
considera N =1) rezulta:

S,=)X<)>Vy. =S

k=0 k=0



Cum seria Zyn este convergenta rezulta ca sirul (Sny) este

n>0
n=0

convergent.
Tinand cont de criteriul majorarii pentru siruri si de inegalitatea S, <S

rezulta ca sirul (S,,X)n>0 convergent. Deci seria an este convergenta.
N n=0

2° Se demonstreaza analog ca la punctul (1°).

Propozitia 4.2.4. (AL DOILEA CRITERIU AL COMPARATIEI) Fie ZXn si

n=0

Yy, doua serii cu termeni pozitivi. Daca existd N e N astfel incat oricare ar fi
n=0

nsN . Kot o Yo
X )/n

n
1° Zyn este convergenta, implica an convergenta

n=0 n=0

2° > x, este divergenta, implicd > y, divergenta.
n=0 n=0
Demonstratie:
1° Fard a micsora generalitatea se considera N=0 si se noteaza

(Sue)sos (Sny)_, sirul sumelor partiale ale celor doua serii

X . X
ﬂsm, pentru orice n >0 implica Ko 5> Yn

Xn yn Xn+1 yn+1
. , . o X, 4 Xy Xy ,
Prin inmultirea acestei inegalitati cu —= se obtine — > L oricare ar fi
yn yn yn+1
nx0
Deci are loc urmatorul sir de inegalitati:
o X % X X, Xy X
yO y1 y2 y2 y3 yn yn+1
y L X oo , . s ,
Daca se noteazd —% =« >0, atunci sirul anterior de inegalitati devine
Yo
X, Say,; X,<ay,;...; X, <ay,.Adunand membrii acestor inegalitati se obtine:
n n
dYx.<a)ly,.
i=0 i=0
Adica

Sx<asS,,



1% Tinand cont c& S, <a$,, si Zyn este convergenta rezulta ca sirul
n=0

(Si),., este convergent. Deci ) x, este o serie convergenta.
n=0

2°Din S, < as,, si 2xn este divergenta rezulta ca S, — o, adica seria
n=0

>y, este divergenta.

n=0

Exemplu:

y N > 1 : y
Sa se arate ca seria Riemann Z—a este divergenta pentru o < 1.
n

n=1
Rezolvare:

1 1
Deoarece a <1=> —>—.
n“ n

Se stie ca seria zl este divergenta. Atunci conform cu propozitia 4.2.4

n=1

R < : y

rezultd ca seria ) — este divergenta.
n:1n

Tindnd cont si de exemplele anterioare rezulta ca natura seriei lui
Riemann este urmatoarea:

i 1 {este divergenta, pentru o <1

= n* " |este convergenta, pentru o >1

LEMA: Fie Zq” , (seria progresie geometrica). Natura acestei serii este
n=0
urmatoarea:
este convergentd, pentru q € (—1,1)
Zq” . s este divergenta, pentru g > 1
n=0 . <
este oscilanta pentru g <-1

Demonstratie:

n
Fie S, = qu termenul general al sirului sumelor partiale pentru aceasta
k=0
serie.

Atunci S, =q- 11—q

(suma progresiei geometrice cu ratia q care are n
termeni).
Trecand la limita se obtine



1L, pentru q € (-11)
imS, = Iimq~1_q = o0, pentru q =1

n—ow n—ow — . .
nu exista, pentru q < -1

Asadar, pentru qe(—1,1) rezulta Zq” convergenta pentru ca sirul
n=0

0

sumelor partiale are limita finita, iar pentru q >1 rezulta Zq” divergenta pentru
n=0

ca sirul numerelor partiale are limita +co, iar pentru g <-1 oscilanta pentru ca
sirul sumelor partiale nu are limita.

Propozitia 4.2.5. (CRITERIUL RADACINII) Fie ) x, o serie cu termeni
n=0

pozitivi.
Daca exista rangul N € N astfel incat:

19 2/x, < A <1, pentru orice n > N , seria an este convergenta
n=0

20 '\'/XT > A >1, pentru orice n > N, seria an este divergenta

n=0
Demonstratie:
Fara a micsora generalitatea se considera N =0.
1° Din inegalitatea
Ux, <2, (V)n=0=x,<4",(V)n=0

Conform lemei anterioare, seria progresie geometrica ZZ” este
n=0

convergenta pentru 4 «(0,1).

n

Conform primului criteriu al comparatiei rezultd ca seria Zx este

n=0
convergenta.
2° Se demonstreaza analog ca (1°).



FORMA PRACTICA A CRITERIULUI RADACINII

Daca x <1, seria ZXn este convergenta

n=1

lim 7/x, = x:{Dacé x > 1, seria ) x, este divergenta
n—ow n=1

Daca x =1, nu se poate afirma nimic despre natura seriei

Criteriul radacinii mai poarta denumirea si de criteriul lui Cauchy.

Propozitia 4.2.6. (CRITERIUL RAPORTULUlI SAU CRITERIUL
D’ALEMBERT)

Fie an o serie cu termeni pozitivi. Daca exista N € N astfel incat:
n=0

X : N 3
19 Zm1 < 2 <1, pentru orice n > N, seria an este convergenta
X

n n=0

X . L . o
20 Znit > 9 s 1, pentru orice n > N, seria an este divergenta
Xn n=0
Demonstratie:
Fara a micgora generalitatea se considera N =0.

L . X , < :
1% Din inegalitatea =% < 4, pentru orice n >0 rezultd x_ < Ax_, oricare

n
ar fi n>0; adica are loc urmatorul sir de inegalitati:
X, < AXg, Xy < Ay, Xy S AX, = X, S A"Xy, (V)N 20

Cum > 1" este convergentd, pentru orice Ae(0,1), conform primului
n=0

criteriu al comparatiei, rezulta ca an este convergenta.

n=0
2° Se demonstreaza analog ca la punctul (1°).

FORMA PRACTICA A CRITERIULUI RAPORTULUI



Daca x <1, seria ZXn este convergenta
n=0

Daca x > 1, seria an este divergenta
n=0

Daca x =1, nu se poate afirma nimic despre natura seriei



Observatia 4.2.3.

e X . - .
Se stie ca limita lim /x, = lim =2 (consecinta lemei lui Stolz). Rezulta ca,

n—w n—-o ¥
n

criteriul raportului si criteriul radacinii sunt criterii echivalente, adica au aceeasi
sfera de aplicabilitate.

Propozitia 4.2.7. (CRITERIUL LOGARITMIC)

Fie an o serie cu termeni pozitivi.
n=0
Daca exista N e N si:

X I o
10 I n>2>1, (V)n>N, atunci seria Y x, este convergenta
ogn n=0

20 %o <1, (V)n=N, atunci seria ) x, este divergenta
logn =
Demonstratie:
Fara a micsora generalitatea se considera N =2.
1° Pentru demonstratie se considera baza logaritmului supraunitara
(rationamentul facandu-se in mod analog daca baza este subunitara).

1
log—

X 1 , )
n > 1 =log— >logn”, oricare ar fi n > 1.
logn f

Datorita faptului ca logaritmul in baza supraunitara este crescator, rezulta

1 B 1 . ,
—2>n" = x, <—, oricare ar fi n >1.
X n

n

Tindnd cont de seria Riemann Zii este convergenta pentru 1>1,
n=1n

conform primului criteriu al comparatiei rezulta ca seria ZXn este convergenta.

n=0
2° Se demonstreaza analog ca la punctul (1°).

FORMA PRACTICA A CRITERIULUI LOGARITMIC



Daca x > 1, seria an este convergenta

1 n=0
log—
. X y o . <
lim o = x:{Dacé x <1, seria ) x, este divergenta
n—w |Ogn =

Daca x =1, nu se poate afirma nimic despre natura seriei

Propozitia 4.2.8. (CRITERIUL LUI KUMMER)

Fie > x, o serie cu termeni pozitivi si (a, )., Sicu termeni pozitivi.

n=0

Daca exista N € N astfel incéat:

X . e “
1°a,-—2-a,,21>0, (V)nxN, atunci seria Y x, este convergents

Xn+1 n=0

X . o= 1 . y .
2°g .1 _a ., <A<0, (v)n >N, si seria Z— este divergenta, atunci

Xn+1 n=0 an

seria Y x, este divergenta.
n=0
Demonstratie:
Fara a micgora generalitatea se presupune N =1.
1° Din inegalitatea

X
a-——-a . >1>0

n n+l1 =

X

n+1

se obtine

a, X, —a, . X, 2/’i"xn+1 >0

Deci sirul (an X, )nZO este un sir descrescator. Fiind sir descrescator si cu
termeni pozitivi inseamna ca este marginit, deci convergent. Atunci exista /R
finit astfel incat

lima,-x, =/

n—ow

(1)
Se considera seria cu termenul general
u =a,-x,—a, . X, ,. lermenul general al sirului sumelor partiale pentru

aceasta serie este:
n
Sn = Z(akxk - ak+1xk+1) =ayXy —8p 1 Xpq-
k=0
Atunci, tinand cont de (1)

limS, =a, x,—/

n—owo

n
Asadar seria Y (a,X, —a,,.X,,;) este convergenta.

@) :



Tinand cont de (2), conform primului criteriu al comparatiei rezulta ca seria

> x, este convergenta.
n=0

2° Se demonstreaza analog ca la punctul (1°).

Propozitia 4.2.9. (CRITERIUL RAABE-DUHAMEL)

Fie D x, o serie cu termeni pozitivi.
n=0

1° Daci existd N eN astfel incat: n-( Xn —1]2/‘t>0, (V)n>N, atunci
Xn+1
seria ) X, este convergentd
n=0
2° Daca exista N eN astfel incat: n-( Xn —1]3/‘1 <0, (V)n=N, atunci
Xn+1

seria ) x, este divergenta.
n=0

Demonstratie:
Daca in criteriul lui KUMMER se considera a, =n se obtine criteriul lui

RAABE-DUHAMEL. Deci acest criteriu este un caz particular al criteriului lui
KUMMER.

FORMA PRACTICA A CRITERIULUI RAABE-DUHAMEL

= x:<Daca x <1, seria este divergenta

n—ow X

n+1

Daca x > 1, seria este convergenta
lim n[ L —1]

Daca x =1, nu se poate afirma nimic despre natura seriei

Dupa cum se poate observa, formele practice ale criteriilor de
convergenta rezulta direct din aceste criterii.

Exemplu:
Sa se studieze convergenta seriei
< n!
,aeR\N
; a(a-1)(a-2)..(a—n)
Rezolvare:
Se observa ca termenul general al seriei este
n!
X =

" a(a-1)(a-2)..(a-n)



X n! a(a-1)..a(a-n-1) a-n-1

n

X, a(a—1)(a—2)...(a—n)' (n+1)! ©n+1

Atunci
. a-n-1 . a-2n-2
-1|=Ilimn —1|=limn| ——— |=—w
n—o n+1 n—o n+1

: X
lim n[ <
n—o X
Cum - <1 rezulta ca seria este divergenta.

n+1

Observatia 4.2.4.
Criteriul lui RAABE-DUHAMEL se foloseste de obicei in studiul
convergentei seriilor pentru care criteriul raportului nu poate da natura seriei.

Propozitia 4.2.10. (AL TREILEA CRITERIU AL COMPARATIEI)

Fie ZX Si Zyn dous serii cu termeni pozitivi astfel incat lim 2z = |
n=0 n=0 n—w yn
Atunci daca:

1° L €(0,), seriile au aceeasi natura.

2° L =0 si seria Zyn este convergenta rezulta ca seria ZXn este
n=0 n=0

convergenta.
3% L=ow si seria Yy, este divergentd rezultd c& seria » x, este
h=0 =
divergenta.
Demonstratie:

1° Se presupune ca seriile nu sunt oscilante. Atunci sirurile (X,),.0 S
(v,).., au limita (finitd sau infinita) si limx, =L-limy,. Cum L este finita atunci
lim x, finita (infinitd) < I|my finita (|nf|n|ta) DeC| seriile au aceiasi natura.

2° Dacad L=0 atunci (V)e>0, (3)n(e)>0 astfel incat (¥)n>n(e),

X s . X -
—1<g adica x,<¢g-y,, (v)neN. Deoarece seria Zyn este convergenta,
yn n=0

atunci conform primului criteriu al comparatiei seria ZXn este convergenta.
n=0

3° Dacd L=, atunci (V)e>0, (3)n(e)>0 astfel incat (V)n>n(e),

Yo <¢ = y,<e&-Xx, $i cum seria Zyn este divergenta, conform primului

n n=0

criteriu al comparatiei seria ZXn este divergenta.
n=0

Propozitia 4.2.11. (CRITERIUL LUI GAUSS)



Fie an o serie cu termeni pozitivi.

n=0
. X, /A . .
Daca =a+~+—2,unde o, R, (6,) , sir marginit, atunci:
X n n n=

n+1

1° Dacé « > 1, seria ) x, este convergenta.
n=0

2° Daci « <1, seria ZXn este divergenta.
n=0

3° Dacd a=1si #>1, seria ZXn este convergenta, iar pentru o =1 si
n=0

B <1, seria Y x, este divergenta.
n=0
Demonstratie:

. X
Deoarece lim—=

n—oo X

= o, atunci tindnd cont de criteriul raportului se obtine:

n+1

y X 1 . .
1° Dacd « >1, atunci lim 221 = — <1 si seria este convergenta.
n—oo X o
n

2° Daca a <1, atunci IimM :l >1 si seria este divergenta.
n—oo Xn o
3° Dacd a=1 atunci egalitatea din ipotezd se pune sub forma

n( Xn —1j:,6’+ﬂ Si Iimn( X
X n n—o X

n+1 n+1

—1] = f. Atunci conform cu criteriul lui Raabe-

Duhamel pentru g >1, seria 2xn este convergenta si pentru g <1, seria este
n=0
divergenta.

Propozitia 4.2.12. (FORMA ECHIVALENTA A CRITERIULUI LUI
GAUSS)

Fie an o serie cu termeni pozitivi.
n=0

. x,  nP+an’+a,n"?+. +a, ,

Daca — = , atunci:

TP p-1 p-2
X,y N°+bNn""+b,n""+..+b,

1° Daca b, —a, >1, seria Y_x, este convergenta.
n=0

0 o . > . <
2" Daca b,—a, <1, seria an este divergenta.
n=0
Se dau in continuare doua criterii foarte utile in studiul convergentei
seriilor cu termeni pozitivi.



Propozitia 4.2.13.

Daca seria an este o serie cu termeni pozitivi, atunci ea are aceeasi
n=0

naturd cu seria Zv
n=0

nemarginit de numere reale.

n?

unde v, =x, ., +..+Xx  unde (k,) este sir crescétor

Propozitia 4.2.14.

Fie Y x,,unde (x,) . este sir descrescator de numere pozitive si (a,)
n=0 N N

. y . NPV a.—a
un sir crescator nemarginit de numere naturale astfel incat sirul b, = 41—
a,—a,,
este marginit.
Atunci serile Y x, si Y (a,,-a,)X, au aceeasi naturd (Criteriul de
n=0 n=0

condensare Cauchy).

3. Serii cu termeni oarecare

Definitia 4.3.1. Seria ZXn este o serie cu termeni oarecare daca are o
n=0

infinitate de termeni pozitivi si o infinitate de termeni negativi.

Observatia 4.3.1.: Seriile cu o infinitate de termeni negativi, dar cu un
numar finit de termeni pozitivi pot fi considerate serii cu termeni pozitivi.

Pentru seriile cu termeni oarecare se pune, ca si la celelalte tipuri de serii,
problema convergentei sau divergentei. In acest caz, convergenta are doua
aspecte:

a) convergenta absoluta

b) convergenta simpla (semiconvergenta)

Aceste notiuni se definesc astfel:

Definitia 4.3.1. Fie )_x, o serie cu termeni oarecare.
n=0

a) Se spune ca seria este absolut convergenta, daca seria Z este
n=0

Xn

convergenta.

b) Daca seria ) x, este convergentd si seria > [x,| nu este
n=0 n=0

convergenta, atunci se spune ca seria an este semiconvergenta
n=0

sau simplu convergenta sau convergenta.



Legatura dintre absolut convergenta si semiconvergenta este data de
urmatoarea propozitie:

Propozitia 4.3.1.

Fie an o serie cu termeni oarecare. Daca seria an este absolut
n=0 n=0
convergenta rezultd ca este convergenta. Reciproca nu este in general
adevarata.
Demonstratie:

Daca seria ) x, este absolut convergenta rezulta ca seria ) |x,| este
n=0 n=0
convergenta.
Tindnd cont de criteriul de convergenta al lui Cauchy se poate afirma ca:

oricare ar fi £>0, existd n(e)>0, astfel incat pentru orice n>n(e) rezulta

|X | [ Xpso| + -+ [

n+p

<&, pentru orice p e N fixat. Dar se stie ca modulul sumei

este mai mic sau egal decat suma modulelor, adica:
|X 4| +] % X, |>[x . +X

Fot (X | 2

+...+ X

n+1 n+2 n+p

n+1 n+2

rezulta ZXn este convergenta.

n=0

Pentru a demonstra ca reciproca nu este in general adevarata se
considera seria

1 1 1 (_1)n+1 B - (_1)n+1
1§+§ R +..._HZ:; "

alternanta. Aceasta serie este convergenta si are suma S=In2.
Intr-adevar, se considera termenul general al sirului sumelor partiale

82n=1—1+1—1+...+ L
2 3 4 2n-1 2n

numita serie armonica

Fie u_ :1+%+%+...+1. Atunci este evident ca u,, —2(u,)=u,, —u

n*

n
Aici daca se inlocuiegte efectiv se obtine
11 1 1 1
Uy =2(U, ) =T+ + o+ ——+—+..+
2 3 4 n-1n
1 1 11 1 1
+ +—=2| —+—+—+..+— |=
2n-1 2n 2 4 6 2n
11 1 1 1
=1l-—+=———+ -—




Din (1) si (2) se obtine

S,, :1—1+1—1+...+L—i:L+¢+...+i (identitatea lui
2 3 4 2n-1 2n n+1 n+2 2n
Catalan)
Deci S,, 1.3 care este suma Riemann a functiei f(x)zL pe
n h11+5 1+ x
n

¢ odx
[0,1]. Cum functia este integrabila atunci limS,, = T In2. Deci intr-adevar

n—o 0 _l’_X

seria este convergenta si are suma In2.

Dar se observa ca daca se porneste de la seria (1) si se trece la module

: : 1 1 1 : o L
se obtine seria 1+§+§+...+—+... care este seria armonica si care se stie ca
n

este divergenta. Aceasta demonstreaza ca reciproca nu este in general

adevarata.

Observatia 4.3.2.
a) Tinand cont de definitia 4.3.2 rezulta ca seriile cu termeni pozitivi sunt

serii absolut convergente deoarece |x, | = x

b) Deoarece |xn| >0, pentru studiul absolut convergentei pot fi folosite gi
criteriile de la serii cu termeni pozitivi.

Propozitia 4.3.2. Seria termenilor pozitivi si seria termenilor negativi dintr-
o serie semiconvergenta sunt serii divergente.
Demonstratie:

Fie ZXn o serie semiconvergenta. Atunci conform cu definitia 4.3.2 seria
n=0

0 0 n
> x, este convergentd si Y |x,| este divergentd. Fie S, =Y x, si o, =) [x]
n=0 n=0 k=0 k=0
termenii generali ai sirurilor sumelor partiale pentru cele doua serii. Atunci
limS, =S finita si limo, = +o.
n—ow n—o

Fie «, termenul general al sirului sumelor partiale din seria termenilor
pozitivi si S, termenul general al sirului sumelor partiale din seria termenilor
negativi. Atunci au loc relatiile:

{an—l—ﬂn:Sn

an_ﬁn =0,

n

X

n

Tindnd cont de aceste relatii se obtine: 2a, =S, + o, . Adica «, = S, ;G” :

Deci lima, = .

n—ow



Adica seria termenilor pozitivi este divergenta, deoarece sirul sumelor
partiale pentru aceasta serie are limita +o.
Sn — 0,

Tot din relatiile anterioare se obtine 24, =S, -o,. Adica g, = >

Deci lim g, = —.

Adica seria termenilor negativi este divergenta, deoarece sirul sumelor
partiale pentru aceasta serie are limita —o.

Pentru studiul convergentei seriilor cu termeni oarecare, pe langa criteriul
general de convergenta al lui Cauchy se mai pot folosi:

1° CRITERIUL LUI ABEL;

2° CRITERIUL LUI DIRICHLET;

3° CRITERIUL LUI LEIBNIZ.

Propozitia 4.3.3. (CRITERIUL LUl ABEL)

Daca (bn )nZo este un sir monoton si marginit, iar seria an este o serie
n=0

cu termeni oarecare, convergenta, atunci si seria » b, -x, este o serie
n=0
convergenta.
Demonstratie:

Fara a micgora generalitatea se poate presupune ca sirul (b,,),720 este

descrescator si are limita zero.

n n
Fie S, = Zbkxk sia,= ZXK termenii generali ai sirurilor sumelor partiale
k=0 k=0

pentru seriile > b.x, si D X, .
n=0

n=0

Pentru a arata ca seria anxn este o serie convergenta, se arata ca sirul
n=0

(S,).., este un sir fundamental.
Atunci cum R este spatiu vectorial normat complet rezulta ca (Sn)

n>0"’

este convergent.

intr-adevar
Sn+p - Sn = bn+1 : Xn+1 + bn+2 : Xn+2 +.t bn+p : Xn+p =
= bn+1 (an+1 —a, ) + bn+2 (an+2 — a4 ) +..t bn+p (an+p - an+p—1) =

—1

p
= (bn+p ’ an+p - bn+1 -a, ) + Z(bmk - bn+k+1 )an+k

Se trece la modul in aceasta egalitate si se obtine:

S S

n+p n

p
+ Z(anrk - bn+k+1)

<b +b

a

an

n+p ’ an+p n+1 n+k



Deoarece seria an este convergentd rezultd ca (a,)  este marginit.

n=0

n=0
Asadar:
p—1
Sn+p - Sn = bn+p ’ an+p + bn+1 e, t+ Z(anrk - bn+k+1) Ap| =
< M( n+1 n+k n+k+1 j 2M bn+1 - O
Asadar S,  -S,[< 2M-bn+1 — 0. De aici rezultd ca sirul (S,) = este sir

este convergent, deci seria ) bx, este
n=0

Cauchy. Atunci sirul (S,)

n>0

convergenta.

Propozitia 4.3.4. (CRITERIUL LUI DIRICHLET)
Fie (a,) , un sir monoton cu limita zero si S, =x,+X,+..+X, Sir

marginit; atunci seria Zan -X, este o serie convergenta.
n=0
Demonstratie:

Se noteaza cu (o, )n>o sirul sumelor partiale al seriei Zan -X, . Se arata in
N n=0

continuare ca sirul (an )n>0 este sir Cauchy, ceea ce este echivalent cu faptul ca

seria Zan -X, este convergenta.

n=0
p
= zan+k Xn+k SM

Cpip— O, a,,—>0 deoarece a,{0 si [S|<M,

(V)n eN,
Deci sirul (o,,) , este sir Cauchy.

O categorie particulara de serii cu termeni oarecare sunt seriile alternante
care se definesc astfel:

Definitia 4.3.3. Seria
X, =Xy + Xy = Xy 4ot (<1)" X, H = i(—1)”+1 X, x,>0

pentru orice n € N se numeste serie alternanta.

Pentru o astfel de serie pot fi folosite in studiul convergentei atat criteriul
lui Abel, cét si criteriul lui Dirichlet, dar in mod special pentru convergenta acestui
tip de serie se foloseste urmatorul criteriu.

Propozitia 4.3.5. (CRITERIUL LUI LEIBNIZ)



. N 1 , . . .
Fie seria D (-1)"" x, o serie alternanta. Daca sirul (x,) , este un sir

descrescator cu limita zero, atunci seria alternanta este convergenta.
Demonstratie:
Criteriul lui LEIBNIZ este un caz particular al criteriului lui DIRICHLET.

Intr-adevar, in criteriul lui DIRICHLET, dac& se considera in locul lui S, =) x,
k=1

. k+1 . A~ . . . o s . .
sirul > (=1)"", iar in rolul sirului (6,),., se considera sirul (x,) . se obtine seria

in continuare se pun in evidentd cateva rezultate foarte utile in studiul
seriilor.

Propozitia 4.3.6. Daca intr-o serie absolut convergenta se schimba
ordinea termenilor se obtine tot o serie absolut convergenta cu aceeasi suma.

Propozitia 4.3.7. (TEOREMA LUl RIEMANN) Intr-o  serie
semiconvergenta se poate schimba ordinea termenilor astfel incat seria obtinuta
sa fie o serie convergenta catre un numar dat dinainte, finit sau infinit sau sa fie o
serie oscilanta.

Cu seriile numerice se pot face operatii algebrice, deoarece ele sunt

elemente ale unui spatiu vectorial normat.
Aceste operatii se definesc astfel:

Definitia 4.3.4. Fie ) x, si Dy, doua serii numerice, atunci:

n=0 n=0
10 ixn + iyn = i(xn +Y,) - adunarea a doua serii.
n=0 n=0 n=0
2° ixn —iyn = i(xn —y,) - scaderea a doud serii.
n=0 n=0 n=0
3° i = i - inmultirea unei serii cu un numar.
n=0 n=0

4° ,Z:‘ Zw: i - produsul a doua serii.

unde z, = Xy, + X, ¥, 1+ F X, Yo+ X, V5.

Propozitia 4.3.8. Daca s, S, o, S' - sunt sumele urmatoarelor serii:

o0

zxn’ zyn’ nzz.; X +yn); i(xn_yn)

n=0



atunci au loc relatiile:
1°65=5+S
2°S'=s-8



Propozitia 4.3.9. Fie ZXn si Zyn doua serii convergente ale caror

n=0 n=0
sume sunt s si S, atunci seria produs 22n este convergenta si are suma 9 si

n=0
are loc relatia 6 =s-S.

4. Exercitii rezolvate

Exercitiul 4.4.1. Sa se arate ca urmatoarele serii sunt convergente si sa
se gaseasca suma lor
1

LD D Y Y S
) ;J2n+:n—2\i21n—1
d) ;In(ﬂ%

f) ilncoszin, XE(O,%)

Rezolvare:

0 n
Seria an este convergenta daca Sn:Zxk este convergent si
n=1 k=1

S =1lim S, este suma seriei, adica S = ZX,, .
n—oo N

< 1

a) S =
) S kz:‘k(k+1)(k+2)(k+3)

1 :i_’_ A + A n Ay
k(k+1)(k+2)(k+3) k k+1 k+2 k+3

1 1 1 1

Aoy AT AT ATy



1&(1 1 1&( 1 1
S =—$[1_ L |1yl _ _
" 3!;[k k+3j 2!;(“1 k+2j

N +1 1 1 B 1 _1 1_ 1
2 3 n+1 n+2 n+3) 2\2 n+2
. 11 1 2 1 1

imS =——— =

""" 36 4 36 18 3.3

®| =
TN
—
| =

Deci > L este convergenta Si
= n(n+1)(n+2)(n+3)

- 1
nz‘n n+1)(n+2)(n+3) T 3.3
Acest exercitiu se poate generaliza astfel:

Seria z L este convergenta si are loc egalitatea
=nn+1)(n+2)...(n+p)
= 1 1

Zn(n+1)(n+2)...(n+p) p-p!

) S ZIn(k+1)—|nk z 1 11 AN
Ink-In(k+1 = Ink CIn(k+1)) In2 In(n+1)
limS, = 1

n—w |n2
Deci seria ZM este convergenta si zln(n+1)—|nn _ .
= Inn-In(n+1) = Inn-In(n+1) In2

n 2k +1-2k -1 { 1 j 1 .
c) S, —E =1- . Atunci
) ; Jak? -1 =\ ok—1 2k +1 J2n +1

limS, =1.
Deci seria ZJ2n+1 J2n 1este convergenta si are suma 1.
n=1 \/4[7 -
k+1 234 n(n+1)
d) S, In| 1+ =In(n+1
5, = Zn{1g =TT -2 e

3|_\|

n—wo
n=1

B R ROIE RE
_2,
3

Cum limS, = seria ZIn( j este divergenta.

5%
2 ( 1)n+1

n

limS, =

n—w

5 . . .
:E. Deci seria este convergenta i

n=1
i 2"+ (-1 5
o 5" 6



f) S, = Zlncosz—)i = Ianosz—)i
k=1 k=1
(1)

: X X X X ox 1
Fie P =cos—-Ccos—-C0S—---COS— = Psin—=—-sinx.
2 22 2 " 2

1
Deci P =sinx- 2nx
sin—
2”
X
Asgadar Snzlnﬂ~ 2" Atunci IimSn:Inﬂ. Deci seria
X sinX i X
2n
DIn coszin este convergenta si ZIncosin _in 30X
n=1 n=1 X
" k?+k-3
DS
k=2 .
K rk=8 _k(k=0) 2k=0)_ 1 _( 1 1) ( 1 1
k! k! Kl kU ((k=2)l k! (k-1 k!
Snzz 1 _l +22 #_i —2_ 1 _i+2_£:
Sl k=20 k| Elk=1) K (n—1! nl ~ nl
__] —i.Deci S, =4- L —i.Atunci limS, =4.
(n-1) (n) (n—1)! n! nve
. &n*+n-3 . .&n*+n-3
Deci seria Z—l este convergenta si Z—' =4.
n=2 n! n=2 n!

Exercitiul 4.4.2. Sa se studieze convergenta urmatoarelor serii:

0 2n+3n
a - -
) ;2n+1+3n+1
- a V4
b 2" tg—, ae|0,—=
) 22y E( 2)

NgE

a a (24
C) > coS—-CoS—---Cos—, ae(0,7)

<" 70 2"’

n

M

d) > (1+x+x*+..,+x")-tg(cosx"), xe(0,1)

=]
1l
N



Rezolvare:

Conform cu propozitia 4.1.3 daca limx, =0 atunci seria ZX,, este

n—o
n=1

divergenta.
2Y' 2Y'
—| +1 —| +1
" 43 (3) " . | (3} T
a) Xm0 = — limx, =lim—~——=—.  Cum
2"+ 3 2 n—o n—>o 2 3
2. —| +3 2. —| +3
3 3
lim x, = 1 =0, seria Z% este divergenta.
N—>oo 3 o 2n+ + 3n+
b) x,=2"-tg—=a- , limx, =lima- =a#0  deoarece
2” i n—w n—ow i
2" 2"

ae (0%) .Cum limx, ==a =0, seria 22” -tg% este divergenta.
n—oo N1

c)

(44 (24 (24 a
X, =COS—-COS—--COS—-COS— =
2 2 2 2

X sina —1cosa cosa sin a__
" 2" 2 2 22 2

1 a a . 1 . :
—5'C0S—:COS—+*SiN— == —sina. Deci
2 2 2 2 2
@
Y - 1 sina sina or
nTon o .
2 sin s @ Sin >
o
: . sina 9"  sina . sina .
lim x,, = lim —2L - : Cum limx, =——=#0 seria
n—o n—wo oy . a (04 n—oo [04
smz—n
. a a . -
ZCos—---cos—n este divergenta.
n=1 2 2
d _ 1 2 n t ny _ 1_Xn t n
) X, =(1+x+x"+...,+x")-tg(cosx") = — g(cosx™)
. . 1=x" tg1
lim x,, = lim -tg(cosx”):i.
n—ow n—w _X 1—X

Cum limx, = fi # 0, seria 2(1 +X+...,+x")-tg(cosx") este divergenta.

n—wo — X =1



Exercitiul 4.4.3. Folosind criteriul comparatiei sa se arate ca urmatoarele
serii sunt convergente:

a) Z - L : L . a>-1x>0
—a"+n+pn(1+x+...+x")

=1 & 1
) (HZ_;‘ (Inn)* ; (Inn)"" J
(nz;‘ In(n')’,,Z n- Inn}

Rezolvare:

NgE

Conform cu propozitia 4.1.5 seria (z x!,

n=1 n

xﬁ,...,ng”j este convergenta

n=1

I
N

daca si numai daca fiecare proiectie Zx[, , =1

n=1

3

este convergenta.

a) Pentru a > 1

1 1 =1
———<—. Seria Z—n este convergenta (vezi natura progresiei
a'+n+p a" = a
geometrice).
Conform primului criteriu al comparatiei seria Z ~ este
—a +n+p
convergenta.
Pentru |a| <1
1
a’"+n+ n 1 .
1 P _ — = —. Atunci
n+p+a
n n n
1
.a'+n+ 1
lim fp =lim———=1
n—oo n—o a
1+P 2
n n n

o0

Conform cu propozitia 4.2.10 seriile Z - Zl au aceeasi natura
nmda tn+ p n= N

si anume divergente (vezi seria armonica).

Pentru x >1
1 1 N y .
— <—. Cum seria Z—n este convergenta atunci, conform
n1+x+...+x") x X
I it I ti 1 t ta
primului criteriu al comparatiei, seria Z — este convergenta.

mn(1+x+...+x")
Pentru x € (0,1)



1

n1+x+...+x") 1 _1-x
1 XX 1=x"T
n
1
Atunci lim n(1+x, +...+x )—I' 1-x _q_
oo 1 n_)w1_xn+1
n
< 1

Conform cu propozitia 4.2.10 seriile , Zl au aceeasi
mn(1+x,+...+x,) 3N

natura. Deci sunt divergente. Deci se poate concluziona ca seria

Z p L Z L — | este convergenta pentru a>1 si x>1 si
ma +n+poan(x+x,+...+x")

divergentd a e (~1,1) sau x € (0,1).
b) Este evident ca IimM
n—oo n

definitia limitei unui gir se obtine (Inn)* <n pentru orice n>NeN (N este un
rang).

=0 pentru orice aeR. Tinand cont de

>l. Conform cu propozitia 4.2.3 seria ZL este

(Inn)* " n = (Inn)*

Atunci

divergenta.
(lnn)lnn — elnn~|nn — (elnn)lnn — nlnn ) A§adar (Inn)lnn — nlnn

(1)

Pentrun > e? rezultd cd n"" > n?> = < iz
ninn n
(2)
Din (1) si (2) rezults c& —— <.
(Inn)"" n

Conform cu propozitia 4.2.3 deoarece seria Ziz este convergenta
n:2n

rezultd ca seria » ——
n=2 (Inn)

(Z(Injv)“ Z (In:;)'””J este divergenta deoarece prima proiectie este divergenta

este convergenta. Deci se poate concluziona ca seria

n=2 n=2
pentru orice « € R, desi a doua proiectie este convergenta.
1
c) Deoarece n!'<n" = In(n)l<n-Inn= >
In(n!) n-Inn

(1)




> 1 i 2" 1
Tinand cont de propozitia 4.2.14 seriile =
’ propozi ;nwnn ,,22” In2" ‘5 n-In2

au aceeasi natura. Deci seria Z
~n-Inn

este divergenta, deoarece seria

> 1 este divergenta.
“~n-In2

Din inegalitatea (1) si divergenta seriei Z
~n-Inn

conform cu propozitia

4.2.3 se obtine ca seria Z este divergenta.

n1n(n

Exercitiul 4.4.4. Folosind criteriul raportului si radicalului sa se studieze
convergenta seriilor:

2 (24 Zj

n=1 n n= 1

b)i“2+2+\/§i 2 ]

o = (n+1)+(n+3)

= n Y&(1"+2"+..+n" n ) m>0
c , _
) ;(%HJ ,,Z_:‘( n™ m+1]} fixat

d) i a:n+bj" i[ (n+1)(n+x)—n}nj a>0

n=1

Rezolvare:
Conform cu propozitia 4.1.5 ca si la exercitiul precedent, se studiaza
convergenta fiecarei proiectii pentru aceste serii din R?.

n. nl n+l | n n
a) Xn:4 N run Yoo _4 (n+11).' n :4( n j .
n" X (n+1)™ 4".n! n+1

n

m.nl

Iimﬂziﬂ. Conform cu propozitia 4.2.6 seria Z
n—=e X, e nm N

este

divergenta.

2
| 2n n
Xn:—r;',,.Atunci Xy __(0+ D071 [( n j}
n

x.  (n+1?"Y nl o n41|(n+1

n

n 2
Iimﬂzlim—-{(LJ} =0. Conform cu propozitia 4.2.6 seria
n—ow Xn n—>oon+1

Z— este convergenta.

n=1



, y , 4" -nl & nl , <
Se poate concluziona ca seria (Z - ZT este divergenta
= n" =n
n=1 n=1

deoarece prima sa proiectie este o serie divergenta, desi a doua proiectie este
convergenta.
In

b) x, :\/2+\/2+...+\/§ =>X2=2+X,,
(1)

Din relatia de recurenta (1) rezultd ca sirul este monoton gi marginit deci

Ynon
convergent si /°~/-2=0= limx, =2=0. Deci seria Z\/2+\/2+ ++2

n—ow

este divergenta.

2" X 2™ (n+1)+(n+3)!
X, = . Atunci = . =
(n+1)+(n+3)! x, (n+2)+(n+4) 2"
. 1+(n+2)(n+3) :>Iimx _2.1im 1+(n+2)(n+3)
n+2+(n+2)(n+3)(n+4) = x, nﬁwn+2+(n+2)(n+3)(n+4)
Conform cu propozitia 4.2.6 seria Z 2 este convergenta. Se

= (n+ 1)+ (n+3)!
}non oo n
poate concluziona ca seria z\/2+ 2+.. este
- 1(n+1)'+(n+3)'

divergenta deoarece prima proiectie a sa este o serie divergenta, desi a doua
proiectie este serie convergenta.

c) X, :( n j Atunci limg/x, = Ilim n :1. Conform cu propozitia
2n +1

n—o n4>m>;2,7 + 1
4.2.5 seria Z(

n
1" +2" +...+n" n
X = — )
n

n
este convergenta.
2n+1

m

m+1

Atunci I|m\/7— lim

n—oo n—o m

1"+2"+..+n"  n | _
n m+1
m+1

im =" +(M+DN" +..+2"(M+1)+m+1 “m—(n+1)’”+1+(n+1)’"~(m+1)+n”’*1_

n—>e (m+1n" - (m+D[(n+1)" -n"]
m[(m+1)C,1n—C,2n+1]n’"’1+...+m_—m3+2m2+3m_—m2+2m+3
oo (mENCIA™ 41 mP+m  m+1

( m

. —-m*+2m+3 -m*+m+2
Dacad ———— >l —— %

>0=>me{0;1}|, limg/x, >1 deci seria
m+1 m+1 n—o

divergenta.



Daca m>3, meN fixat atunci Ilmq/x_<1 deci seria ZX convergenta.

n—oo
n=1

2 2 2
1°+2°+...+n _n_ n(n+1)(2n+1) I|m\/7

2

Pentrum =2, {/x, =
n 3 6n? n—®

2

n
& P+2°+...4n* n 5 . : N
Seria z -3 este convergenta. Deci se poate concluziona ca
n

n=1

. = n Y&[1+2"+..4+n" n T .
seria , - este divergenta entru
{;(ZnHJ ,,Z_:‘{ n™ m+1} ] g P

me{0,1} (deoarece proiectia a doua este divergenta) si convergenta pentru
m=>2, meN fixat.

d) x, :[a-n+bj ARG Q/Zzﬁa.n+bj

a-n+c a-n+c

n(b-c)
an+c | an+c

. _(a-n+b) b-c \ . b—c \be be
limg/x, =lim =lim| 1+ =lim|| 1+ =e?
n—oo n—oo an_|_C n—oo an_|_C n—oo aI’H-C

an+bY . .
j este divergenta si pentru
a-n+c

Daca

.0 atunci seria Z[
a

b-c
a

<0 seria este convergenta.

Daca b = c se obtine 21 care este divergenta.

n=1

X, :[ (n+1)(n+x)—n]n Atunci '\'/xin:w/(n+1)(n+x)—
SN sl AT (x+1)-n+x :x+1
lim {/x, ,','E;(*’(””)(””) n) LILYOIC DX e >

n—o

Pentru x €(0,1) seria Z[\/(n +1)(n + x) —n]n este convergenta, iar pentru
n=1

x >1 este divergenta. Pentru x = 1 se obtine 21 care este divergenta. Se

n=1

i[ (n+1)(n+ x) —n}n este

n=1

2
. 3 . =(a-n+b)
poate concluziona ca seria |
—“\a-n+c

convergenta daca b<c si xe(0,1). Daca b>c sau x >1 seria este divergenta.

Exercitiul 4.4.5. Sa se studieze convergenta seriilor:



0 n. '
a)y 2-n! ] Generalizare

= (2+1)(2-2+1)---(2”+n)

b) Z 2Q2+r)2+2r)..2+(n-1r) | acR, r>0 Generalizare
3B3+03+2r)..(3+(n-Nr) | ’ '

c) Z n' L ;aelR
22+ (2 +2)..(N2+n—1) n*’
d) 1+ ;\/—(\/E;l)/,gﬁ:: \/174:/2—)(.{(§}1J)rn(:/1§+n ) Generalizare

Rezolvare:

2". n'
a) x, = 3
2+1)(2-2+— ) (2n+-)
2 n

1 1 1
X 2 . nl 2+1)(2-2+— ) (2n+n)(2n+2+—) 2n+2+——

n_ _

n+1 _ n+1_

- n+1
Xnis (2+1)(2-2+;)...(2n+:’) 2 (n+1)! 2n+2

Deoarece |ImX 1=1 nu se poate aplica propozitia 4.2.6. Se aplica

n—ow X
propozitia 4.2.9 Si se obtine:
1
2n+2+—— —
n| X _qlop— N+l _qj_p. el "
X, 2n+2 2n+2  2(n+1y

, X , n : L ,
limn| —= = lim > =0. Atunci conform cu propozitia 4.2.9 seria
n—owo Xn+1 n—w n +

2 2" .n! . N
> 1 1 este divergentd.
= 2+1)(2-2+2)...(2n+—)
2 n

Generalizarea acestei serii este urmatoarea:
0 ' n
> nib , b>0 si lima,=a. Pentru aceastd serie,
i (b+a)(2b+a,)...(bn+a,) n—e

-2 Atunci pentru 2.1 este
b b

n—ow

proceddnd analog se obtine Iimn(
X

n+1

. a . : <
convergenta si pentru 5 <1 seria este divergenta.

b) x _{2(2+r)(2+2r)...[2+(n—1)r]T
" 3B+ NB+2r).. [3+(n-Nr]]|



Atunci = =(” i +3) . Cum lim 221 =1 nu poate fi aplicata propozitia

X ., \n-r+2 e X
r+3-—
ny 1
X r+ 2-1
4.2.6. Se aplica propozitia 4.2.9 si se obtine n( s —1} = 1” . Pentru
Xn+1 _
n
r+ 3;
-1
r+ 2-1
a se putea calcula lim 1” se aplica regula I'Hospital pentru
n

r+3xY
_1 a1
. (r+2xj , r+3x r
lim———=Ilimea- : 5 -
X0 X x>0\ r+2x (r+2x)

n—wo X r

Deci lim n( al —1] -2 Atunci conform propozitiei 4.2.9 pentrur <«
n+1
seria este convergenta, iar pentru r > o este divergenta.

Generalizarea acestei serii este seria Z{ZEZJF:;EZJ”Z:_:H
+r)..(b+nr-

n=1

a>0b>0,r>0 aeR.

Procedand analog se gaseste I|im n[i—q = M. Deci pentru
= Xn+1 r
r < a(b—a) seria este convergenta, iar pentru r > a(b — a) seria este divergenta.

n! 1

% = Bz )2 n ) A
X, ~N2+n (1+nja ( JEN 1)‘“
= . =|1+— |- | 1+—

X 1+n n n n

n+1




Pentru a calcula lim n[ ali j se aplica regula lui I'Hospital pentru

n—oo Xn+1

1”—")1”)‘” = lim[V2(1+ x)" + (@ = DA+ V2x)(1+ x)? [ =2+ a -1,

x—>0
Deci lim n[ —1} =V2+a-1. Asadar pentru a>2- J2 seria este
n—oo Xn+1
convergenta, iar pentru «a < 2-+/2 seria este divergenta. Generalizarea acestei
S n! 1
—.,a8>0, aeR.

serii este seria
1a(@a+1)...(a+n-1) n”

Procedand analog se gaseste: lim n( E j=a+a—1. Asadar pentru
n—o X

n+1

a < 2-—a seria este divergenta, iar pentru « > 2 —a seria este convergenta

Observatie:
Convergenta acestei serii se poate determina si cu ajutorul propozitiei

4.2.11
ata-1 0,
+ +—=

X n n

unde &, :a(a—1)+w(1+gja +“(“_1)(“_2)(1+§jn , 0e(0,1).
2 n 2n n

Se observa ca sirul este convergent
ims, = a(e -1+ E=0a=2) ez Zara=2),

n—ow

Atunci acest gir este si marginit.
Din egalitatea (1) conform cu propozitia 4.2.11 a+a-1>1<a>2-a

seria este convergenta, iar pentru a <2 —a seria este divergenta
X : .
- sub forma (1) se foloseste formula lui Mac-Laurin

Pentru a pune pe
a

n+1
de ordin 3 pentru functia f(n)=(1+n)*" si X (1+_j.f(1]_
Xn+1 n n

V2(V2 +1)...(v2 +n=1)-3(3 +1)..(NB+n~— 1)

9 %, = M55 +1)...(v/5 +n—1)
Atunci X _ (n+1) n+\/— . Cum Iimﬂ:1 nu se poate folosi
Xn+1 (n+\/§)(n+\/§) = Xn
propozitia 4.2.6. si se aplica propozitia 4.2.9 se obtine
n[ X, _1j_ ((n+1)n+f ] n?(\6 —\2 /3 +1) n\/_\/—
X, (n+\/_)n+\/_ (n+\/_)n+\/_



ymp{;"-4)=J5—J§—J§+1>o
2 J2(2 +1)..(8N2 +n=1)- 33 +1)..(3 +n-1)

n+1

Asadar, seria este
¥ Z} n\5(/5 +1)...(\/5 +n—1)
convergenta.
Observatie

J Pentru a arita cd <5-v2-v3+1>0 se utilizeaz inegalitatile
V5 >2,23; 2 <148; 3 <174.

° Generalizarea acestei serii este seria
ia(a+1)(a+2)...(a+n -1)-b(b+1)(b+2)...(b+n-1)
o nlc(c+1)(c+2)....c+n-1)

. Fie «=max{a,b,c} si g=min{ab.c}. Daca n,>max{[[a].[A]]

atunci termenii seriei au acelasi semn. Deci aceasta serie poate fi considerata ca
serie cu termeni pozitivi si aplicdnd propozitia 4.2.9 se obtine

o

n+1

n—ow

lim n[ al —1j:c—a—b+1. Conform cu propozitia 4.2.9 pentru
n+1
¢ —a—b <0 seria este divergenta.
Seria Za(a+1)...(a+n—1)-b(b+1)...(b+n—1)
p nlc(c+1)...(c+n-1)
hipergeometrica.

se numeste serie

Exercitiul 4.4.6
Sa se studieze natura urmatoarelor serii alternante:

Rezolvare:



Conform cu propozitia 4.3.5. seria » |-1"x, este convergenta daca
x 4 0.
a) xn:tgl. Deoarece (V)n=>1, 1e£0%] si f(x)=tgx este functie
n n

crescatoare pe (O,ZJ . Se obtine n,<n,= il > 1 = z‘gi > tgi.
2 n1 2 n1 n2
Asadar (x,) este sir descrescator si este evident cd /im x, = 0. Deci seria

n—w

z tg— este convergenta.

n=1

1.1 , S, 1 . : .
Deoarece tg—>— = seria Ztg— nu este convergenta. Deci seria
n n n=1

o0

alternanta >’ (-1)" tg% nu este absolut convergenta.

n=1

b) x C(n+)™ _n+1'(n+1jn

n (n)n+2 - n2 n

. Atunci Iimx,=0-e=0.

n—w

Se considera functia f:[10) > R.

B
X)=

Fie g(x):—2+ln;1:>g( X+2 >0=>9(x) /=M, 5>0=

X X x*(x+1)
=g(x)<0=f'(x)<0=f(x)4.
Atunci x, = f(n) este gir descrescator si conform cu propozitia 4.3.5. seria

n+1
z ) n+122 este convergenta.
(n)
n+1 n n+1
Deoarece (n+122 :(n+1j 'n4;1 e-nT ®_ seria Z—('H:Zz
(y* Un ) ot e = (n)
- (n+1)n+1
este divergenta. Deci seria alternanta Z(—1)n_1 ( )M nu este absolut
n=1 n
convergenta.
c) X, =;a. Pentru a <0 sirul (—1)"”-% nu are limita.
[In(n+1)] [In(n+1)]
Deci seria i(—1)n_1 ;ﬂ este oscilanta.

[In(n+1)]



In(n+1) "
Pentru >0, limx,=0 si Xnst _ (n+1) <1. Deci x, . Atunci
n— X, |In(n+2)
conform cu propozitia 4.3.5. seria Z(—1)n_1 ;& este convergenta.
e [In(n+1)]
Deoarece 1 > L (V)a>0, atunci pentru o<1 seria

[In(n+1)]" (n+1)°

= 1
este divergenta. Deci pentru « €(0,1| seria 1-—a
nz-:[ln(n+1)] (01 nz; [In(n+1)]

nu este absolut convergenta.

Pentru o >1 seria Z;ﬂ nu este convergenta deoarece
= [In(n+1)]
Sn = z 1 a > L a —>®
i [In(k+1)]" [In(n+1)]
Deci seria Z;a nu este convergenta pentru « >1. Atunci seria
= [In(n+1)]
Z(—1)"71 % nu este absolut convergenta nici pentru o > 1.
P [In(n+1)]
d) x, :L:;&. Atunci limx, =1
n (Q/;) n—m
(1)
Asadar propozitia 4.3.5. nu mai poate fi folosita. Daca se considera
Y, :(—1)”71 1 este evident cad y, — -1, y,,,,—1. Atunci, (y,) . nu are
n na >
limita si seria Z(—1 B L , a € N este oscilanta.
n=1 \Vn®

Exercitiul 4.4.7
Sa se arate ca seriile de mai jos au sumele indicate:

1 A1
14— keN'.
a);n(n+k) k( 2" +kj -

n+1
b) Z(;—InT):y, 7 =0,577215...
n=1

T

Zarctg 1.z
= n””+n+1 4




oon4
d —=15e
),,Z:;n!

Rezolvare:

51
a)S =) ———;
) Sy ;i(i+k)

1 1(1 1 ] 1( 1 1] ( 1 1 1 )
—— = |=S, =—| 1+t = || —+ +..t
i(i+k) k\i i+k k2 k) \n+1 n+2 n+k

Atunci IimSn:l 1+1+...+1
k 2 k

n—w

S-a aratat in 3.6 ca sirul S, = Z%—In(n +1) este convergent si are limita

k=1
y =0,577215... y se mai numeste constanta lui Euler.

X 1
c arctg——
); gk2+k+1

arctgm = arctg (k +1)—arctgk = S, = arctg (n +1)—arctg1=arctg (n +1) —%

ims, =2-Z-2
e "2 4 4
r

Deci seria este convergenta si arctg ———— =
g ® z g n+n+1 4

n=1

n 4
as =YK

i k!
K1 6 7
K (k=4) (k-3)1 (k-2)! (k-1

F@&:Z%J=u@4

k=1 "=
S, =S +7S?+6S’ +S;
Deoarece limS) =e, i=123,4., se obtine limS_ =15e. Deci

n—w n—w

© .4

n
—=15e.
= n!



CAPITOLUL V
SIRURI $1 SERII DE FUNCTII

1. Siruri de functii
Fie X si Y spati vectoriale normate. Se stie ca
Y* ={f|f: X > Y; f—functie] este multimea functiilor definite pe X cu valori in

Y.

Definitia 5.1.1. Fie S:N—>Y*, S(n)=f(x) (pune in corespondenta

n

fiecare numar natural cu un element din Y*). S(n)=f (x) este termenul

n

general al unui sir de functii si se noteaza cu (fn (x))

n=0 "

Observatia 5.1.1.

c) Dacd XcR si YR sirul (fn(x))n20 se numeste sir de funcitii reale
de variabila reala.

d) Dacd X cR" si Y cR" sirul (f,(x)) =~ se numeste sir de functi
vectoriale de variabila vectoriala.

e) Fie x,e X, atunci (f,(x,)) , este un sir de elemente din spatiul
vectorial normat Y .

Un sir de functii (f,(x)) = genereaza siruri de elemente (f,(x,))  din
spatiul vectorial normat Y ; aceste siruri de elemente pot fi convergente sau
divergente. Numarul acestor siruri este cardX .

Definitia 5.1.2. Punctul x, € X se numeste punct de convergenta al

n

sirului de functii (f,(x)) =~ daca sirul de elemente (f,(x,)) = ale spatiului
vectorial normat Y este un sir convergent.
Multimea tuturor punctelor de convergenta ale sirului de functii (fn(x))n>0

se numeste multimea de convergenta a sirului si se noteaza in general cu M, .

Observatia 5.1.2.

a) Intre domeniul de definitie X al tuturor functiilor din gir si multimea de
convergenta exista relatia M, c X.

b) Punctul x, € X daca nu este un punct de convergenta al sirului de
functii se numeste punct de divergenta al acestui gir si multimea tuturor punctelor



de divergenta ale sirului de functii se noteaza cu M, si este evidenta relatia
My =X\M,.

Exemple:
1. Fie f: XcR->YcR;, f(x

n

( ):n~x+1 un sir de functii reale de

n+2
variabila reala. Sa se arate ca:
a) x, =1 este punct de convergenta al girului.

b) M. =R.
Rezolvare:
NN . n-x+1 N , .
a) Daca in sirul de functii f, (x) = 5 se inlocuieste x cu 1 se obtine
n+
sirul de numere reale £, (1) = n+l.
n+2

Deoarece limf, (1) =1, (sirul este convergent) rezultd ca x, =1 este punct
de convergenta al sirului de functii.

b) Pentru a determina multimea de convergenta a sirului de functii
(f,(x)) ,se calculeaza limf (x), unde x este considerat ca parametru, iar

domeniul de definitie al functiei f(x), care este limita acestui sir, reprezinta chiar
multimea de convergenta a sirului de funcii (£, (x)) .
In cazul de fatd limf, (x)=lim n-x+1

n—ow n—o n+
domeniul de definitie al acestei functii este R rezultd M, =R si deci este evident
caM,=0.

=x rezultd f(x)=x si cum

2. Fie f:XcR->YCcR, f(x)= 2—n~677 un sir de functii reale de

variabila reala. Sa se arate ca:
a) x, =0 este punct de divergenta al sirului de functii.
b) sa se determine M.

Rezolvare:
2n 2n
a) f,(0)=,/~ = |limf (0)=lim,/~—=0= sirul (f, (0 este
) n( ) /i n~>oon( ) n—o T $ (n( ))’720

divergent. Deci x, =0 este punct de divergenta al girului de functii.

b) limf, (x) =lim— 2nnX2 =0 (viteza de convergenta a exponentialei este

r-e?

mai mare decat a functiei putere)

(V)x € R—{0} = M, =(—0,0)U(0,00) = M, = {0}



in continuare se vor studia siruri de functii vectoriale de variabild
vectoriald, adicd X c R si Y c R”.

Asa cum s-a vazut din exemplele anterioare, problema care se pune in
legatura cu un sir de functii este studierea convergentei sau divergentei, si in
cazul de convergenta, gasirea functiei limita, daca acest lucru este posibil.

Pentru sirurile de functii, convergenta este de doua tipuri:

e convergenta simpla sau punctuala

e convergenta uniforma sau globala.

Aceste notiuni se definesc dupa cum urmeaza:

Definitia 5.1.3. (CONVERGENTA SIMPLA) Fie f,: X cR™ - Y c R* un

sir de functii vectoriale de variabila vectoriala. Acest gir este convergent simplu
sau punctual pe multimea X, catre functia f(x), daca oricare ar fi ¢ >0, exista

f

n

n(x,e)>0 astfel incat pentru orice n>n(x,¢),

(x)—f(x)” < ¢ . Se scrie astfel:

f,(x)——f(x) (converge simplu pe multimea X cétre f(x)).

Definitia 5.1.4. (CONVERGENTA UNIFORMA) Fie f,: X cR” —Y c R
un gir de functii vectoriale de variabila vectoriala. Sirul (fn(x))nZO converge
uniform catre functia f(x) pe multimea X daca oricare ar fi ¢>0, exista
fn(x)—f(x)H< ¢ . Se scrie

astfel: f, (x)——f(x) (converge uniform pe multimea X cétre f(x)).

n(e)>0 astfel incat pentru orice n>n(¢) si xe X,

Observatia 5.1.3.

a) Din Definitiile 5.1.3 gi 5.1.4 se observa ca orice gir uniform, convergent
este si un sir simplu convergent, pe cand reciproca nu este in general adevarata.

b) O consecinta imediata a Definitiei 5.1.4 este urmatoarea:

Fie (fn(x))m, f:AcR—>R un gir de functii reale de variabila reala.
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
) £, (x)——=7(x)
i) suplf, (x)—f (x)|—=2-0
xeA

ii) |, (x)-f(x)], —=2—>0

Exemple:
1. Fie f,:(0,1] >R, unde f(x)=x", un sir de functii reale de variabila

0, xe (0,1)

, dar nu
1, x=1

reala. Sa se arate ca acest gir converge simplu catre f(x) ={
converge uniform catre aceasta functie.

Rezolvare:

Deoarece



1
lim £ (x) = lim x" = {? X< (10’ ) rezulta c& f, (x)—gg—f ().
n—w n—w , X = ’
Daca se considera X, = (1—%}, cum X, €(0,1) si

—>l rezulta, conform Definitiei 5.1.4 ca diferenta
e

fn(xn)—f(x)‘ nu poate fi facutd oricat de micad deoarece pentru x, :(1—lj
n

. o on . .1 . A
diferenta se afla intr-o vecinatate a Iui —. Deci convergenta sirului (f,(x)) = nu
o >
este o convergenta uniforma.

(x)= L + 1 . Sa se arate ca acest sir

n’+x*  (n+1)" +x?
este uniform convergent pe R catre f(x)=0.

Rezolvare:
Intr-adevar limita acestui sir este functia f: R — R prin f(x)=0, deoarece

limf (x)=lim 21 >+ 12 =0
n—ow nowol NS4+ X (n+1) +X2

Aceasta convergenta este uniforma pe R deoarece:

2. Fie f, . R>R, f

n n

1 1 1 1

f(x)—f(x :| + -0[<—+ —0.

n( ) ( )‘ ‘n2+x2 (n+1)2+x2 n? (n+1)2

Inseamna ca fn(x)—f(x)‘<g, (V)& >0 indiferent de valoarea lui x e R.

Deci acest sir converge uniform pe R catre f(x)=0.

Cu ajutorul Definitiilor 5.1.3 si 5.1.4 poate fi studiata convergenta simpla
sau uniforma numai in cazul in care se cunoaste functia limita. Sunt insa siruri de
functii pentru care functia limita nu poate fi determinata si convergenta acestora
nu poate fi studiata cu ajutorul definitiilor. Ea se va studia cu una din propozitiile
urmatoare:

Propozitia 5.1.1. (CRITERIUL DE UNIFORM CONVERGENTA AL LUI
CAUCHY PENTRU SIRURI DE FUNCTII)

Fie f:XcR" >YcRY un sir de functi vectoriale de variabila
vectoriala. Conditia necesara si suficienta ca acest gir de functii sa fie uniform
convergent pe multimea X este: oricare ar fi £ >0, existd n(¢)>0 astfel incat

f

n

pentru orice n>n(¢),

(x)—f(x)H< g,oricarearfi p>1si xe X.
Demonstratie:




Se presupune cé (f,(x)) _, este un sir uniform convergent pe multimea X
catre o anumita functie limita f(x).

Atunci, conform Definitiei 5.1.4 au loc relatiile:

(V)e>0, (3)n,(e)>0 al (V)n>n,(e)=|f,

(V)e>0, (3)n,(e)>0 al (V)n>n,(e)=

(x)—f(x)” <e, (V)xeX
(x)—f(x)”<g, (V)xeX.
Daca se noteaza n(z)=max{n,(¢),n,(¢)}, atunci are loc relatja:
fnw(x)—fn(x)H: fn+p(x)—f(x)+f(x)—fn(X)HS

< fn+p(x)—f(x)H+ fn(x)—f(x)H<g+g=25=g'

Ceeacearataca |f, (x)-f, (X)H <&, pentru orice ¢ >0 si p>1.

n+p

f

n+p

Reciproc: Presupunem ca relatia din Propozitia 5.1.1 este indeplinita,
adica: pentru orice ¢>0, existd n(¢)>0 astfel incat pentru orice n>n(e¢),

f

n+p

(x)—fn(x)H <g,oricarearfi p>1si xe X.
Conform definitiei unui sir fundamental rezulta ca sirul (fn(x))nZO este un
sir fundamental pentru orice x € X .
Cum spatiul vectorial normat R” este un spatiu BANACH (spatiu complet)
rezultd ca existd o functie f(x) (f: X c R™ —» Y < R") astfel incat: £, (x)— f(x),
oricare arfi x e X .

Atunci in inegalitatea |f

n

»(X)=1,(x)| <& daca se trece la limita dupa
p — «, se obtine ca:

(V)e>0, (I)n(e)>0 ali (V)n>n(e)= (x)—f(x)” <e, (V)xeX.
De unde rezulta ca sirul este uniform convergent conform Definitiei 5.1.4.

f

n

Propozitia 5.1.2. Fie f, : X cR" - Y R* un sir de functii vectoriale de

n

variabila vectoriala. Daca exista un sir (an) de numere reale pozitive

f

n

n>0
convergent catre O si are loc inegalitatea

(x)—f(x)HSan incepand de la un
anumit rang no(g), oricare ar fi xe X, atunci f (x) converge uniform pe
multimea X catre f(x), (fo)—Zﬁ(x)).

Demonstratie:
Deoarece lima, =0 conform cu definitia convergentei unui sir de numere

n—ow

reale se poate afirma c& (V)& >0, (3)n(¢)>0 astfel incat (V)n>n(e), a, <e.
Tindnd cont de aceasta inegalitate gi de inegalitatea din enuntul propozitiei
rezultd ca |[f,(x)-f(x)|<e, (V)e>0 si n>n(e). Aceasta arata ca (f,(x))
converge uniform pe X catre f(x).

n>1

Exemple:



1. Se considerd sirul (f,(x)) f,(x)=x-arctg n-x. Sa se arate ca sirul

nx0’ 'n
este uniform convergent, (V)x [0,).
Rezolvare: Deoarece functia limitd f(x) nu poate fi determinata, in acest

caz nu poate fi folositd definitia convergentei si atunci se va folosi Propozitia
5.1.1 si rezulta ca:

fmp(x)—fn(x)‘ = ‘x-arctg(n+p)-x—x-arctg n-x‘ =

=X‘arctg(n+p)-x—arctg n~x‘=xarctg +(nfp))( n X2§S
p-X X-p-X p p 1

< - < =

_X1+(n+p)-nx2<(n+p)-n~x2 (n+p)-n n-p n_)0

Si conform faptului ca sirul l—>0 atunci exista no(g)zo astfel incat
n

f

n+p n

pentru orice ¢>0 si n>n,(e) rezulta 1<g si
n

(x)-f,(x) <& in conditile

date. Conform criteriului de uniform convergenta al lui CAUCHY rezulta ca sirul
este uniform convergent.
sinnx

2. Sa se arate cé sirul f,(x) pe

, X € X este uniform convergent pe

multimea numerelor reale catre f(x)=0.

Rezolvare: Deoarece Definitia 5.1.4 este greu de aplicat, in acest caz se
va folosi Propozitia 5.1.2

sinnx| _ 1
fn+p(X)_fn(X)‘: n2 SF—)O
. . . . Sinnx
Atunci, conform cu propozitia 5.1.2 rezultd ca —,———0.
n

Se stie ca notiunile de limita, continuitate, derivabilitate si integrabilitate
sunt notiuni de baza pentru functiile reale de variabila reala.

in continuare se vor da conditiile n care aceste notiuni se transfera de la
termenii unui gir de functii la functia limita a girului.

Propozitia 5.1.3. (CONTINUITATEA) Fie (f,(x))

continue, uniform convergente catre functia f(x) pe multimea X < R™. Atunci
functia limita f(x) este continua.

un sir de functii

n>0

Demonstratie: Tinand cont ca f, (x)—s—f(x) conform Definitiei 5.1.4 se

n

poate scrie ca pentru orice ¢ >0, exista n1(g)>0 astfel incat oricare ar fi
n>n,(&), avem
I, (x)—f(x)|< &, pentru orice x e X

(1)



Datorita faptului ca functiile f (x) sunt continue in punctul x,, conform
definitiei continuitatii, se poate scrie ca oricare ar fi ¢ >0 exista (¢, x,) astfel
incat pentru orice x € X cu ||x — x| < 5(¢), are loc inegalitatea

XO)H <e
(2)

Pentru a demonstra ca functia limita f (x) este continua in punctul x,,

n

trebuie aratat ca Hf(x)—f(xo)u poate fi facutd oricat de mica (adica mai mica
decat o marime de tip ¢).

()= (x0)] = (7 (x) —fn(x>>+<fn<x>—fn<xo>>+(fn<xo>—f<xo>)us
f, (x)~F(x)

S-a tinut cont de inegalitatile (1) si (2) de unde rezulta c& functia f(x) este

<

(x,)—f XO)HSE+5+8=38=£'

f,(x)—1f,(x,) H+

o functie continua in punctul x,. Cum x, a fost ales arbitrar in X, rezulta ca
f(x) este continud pe multimea X .

Propozitia 5.1.4. (DERIVABILITATEA) Fie (f(x))  un sir de functii
derivabile pe multimea X < Rcare este convergent catre functia f(x). Daca
sirul (f' (x)) , este uniform convergent pe multimea X catre functia g(x),
atunci functia f(x) este derivabild pe multimea X si are loc relatia f'(x)=g(x),
pentru orice x e X .

Propozitia 5.1.5. (INTEGRABILITATEA) Fie (fn(x))n20 un gir de functii
continue pe intervalul inchis [a,b] si uniform convergent pe acest interval catre

functia f(x). Atunci functia f(x) este integrabila si are loc egalitatea
b b
lim [, (x)dx =[ f (x)dx

n—ow
a

Observatia 5.1.4.
a) Daca X este interval compact de numere reale atunci in Propozitia

5.1.4 se poate considera ca f, (x) este convergent intr-un singur punct x, € X.
b) Egalitatea din Propozitia 5.1.5 se poate scrie si astfel

m:f X)dx = j(mf x))dx. (v)[a.x]<[ab]

c) Propozitiile 5.1.4 si 5.1.5 au o mare utilitate in practica atunci cand sirul
(fn(x))nZO este dificil de studiat, dar sirurile obtinute din acestea prin derivare sau

integrare sunt siruri mai simple care pot fi studiate.



Exemple:
1. Sa se determine limita urmatorului sir de functii:

n Xk+1
f =y ——, f :10,1 R
n(X) ;k_i_»] n [ )_)
Rezolvare: Se observa ca f, ( Zx atunci f, (x)=x- 12X Trecand Ia

= 1-x

limita se obtine: limf, (x) = % (convergenta este uniforma).
- X

Deci, fiind indeplinite conditile Propozitiei 5.1.4 rezultd ca functia f(x),
limita sirului £, (x) este derivabila si are loc relatia:

f'(x)= X Integrand in aceasta egalitate se obtine:
1-x ’

=Iﬁdx —In[1-x|-x, (¥)[0,x] =[0,1).

k+1

Deci lim z

n—ow

=In[1-x|-

2. Fie f,(x)= i(k+1)xk , x €[0,1]. S& se determine limita acestui sir.

Rezolvare: Se integreaza de la 0 la x §irul termen cu termen si obtinem:

0 Zxk+1 [0,x]<[01] =

J.fn(x)dx z (k+1) Ix"dx

o

1-x"

= |f, (x)dx=> x"=x"——
g (=3 —
Trecadnd la limita in aceasta egalitate conform cu Propozitia 5.1.5 se

obtine:
h r ,1-x"  Xx*
gn(x)dx nm! (x)ax = lim x* == =
X 2
Deci Ifn(x)dx= 1X . Derivand aceasta egalitate conform cu Propozitia
-X
0
AN
5.1.5 rezulta jf x)dx—— deci f(x)= ( X ] X(2-x)
1-x (1 x)
x(2- x)

Asadar limita sirului este: f(x)=

(1-x)°

Exista un rezultat mai puternic decéat Propozitia 5.1.4 si anume:



Propozitia 5.1.6. (Teorema Weierstrass-Stone) Orice functie continua pe
un interval compact l:[a,b]c]R este limita uniforma pe [/ a unui sir de

polinoame.

2. Serii de functii

Definitia 5.2.1. Fie (f(x))  un sir de functi unde f,: X >Y, X, Y

n>0

spatii vectoriale normate. Se considera sirul S, (x)=>f (x). Atunci cupletul
k=0

(,(x).S,(x)) defineste o serie de functii care se noteaza ifn (x) unde:
n=0

f (x) - termenul general al seriei de functii;

n

S, (x) - termenul general al sirului sumelor partiale.

Problema care se pune in legatura cu o serie de functii este problema
convergentei seriei de functii si atunci cand este posibil, determinarea sumei

seriei de functii, care este o functie notata cu S(x).
Definirea acestei notiuni este urmatoarea:

Definitia 5.2.2. Fie > f (x), (f,:X —>Y, unde X, Y spatii vectoriale
n=0
normate) o serie de functii:
a) seria este convergenta simplu pe multimea X catre functia f(x), daca
sirul sumelor partiale S, (x)——S(x).
b) seria de functii este uniform convergenta pe multimea X catre functia
S(x), daca sirul sumelor partiale S, (x)——>S(x).

f, (X))

c) seria de functii an (x) este absolut convergenta, daca seria z
n=0 n=0

este convergenta.

Observatia 5.2.1.
a) Se observa ca pentru o serie de functii exista trei tipuri de convergenta:
convergenta simpla, uniforma si absoluta, iar problema convergentei unei serii

este rezolvata prin convergenta sirului de functii S, (x).

b) Deoarece, de cele mai multe ori, sirul S,(x)=>Yf (x) este difici,
k=0

problema convergentei seriei an(x) nu poate fi in aceste cazuri rezolvata cu
n=0

ajutorul definitiei 5.2.2 si de aceea se apeleaza la urmatoarele propozitii in care



se considera serii de functii vectoriale de variabila vectoriala
f:XcR" >YcR .

Propozitia  5.2.1. (CRITERIUL  GENERAL DE UNIFORM
CONVERGENTA AL LUI CAUCHY PENTRU SERII DE FUNCTII)

Conditia necesara si suficientd ca seria de functii an x) sa fie uniform
n=0

convergenta pe multimea X c R™ este: pentru orice ¢ >0, exista n(g) >0 astfel

incat oricare ar fi n>n(¢) si p=1,

fra(X)+F o (X)+.+F )H< &, pentru orice x e X .

Demonstratie: Conform Definitiei 5.2.2, punctul b), seria an(x) este
n=0

uniform convergenta pe X daca sirul S Zf este uniform convergent

pe multimea X.

Din criteriul de uniform convergenta al lui CAUCHY pentru sirul (S,(x))

n>0
se obtine conditia necesara si suficienta de uniform convergenta a acestui sir pe
multimea X : pentru orice ¢ >0, existd n(¢)>0 astfel incat oricare ar fi n > n(«)
si p=1,

S,Hp(x)—S X H< ¢, pentru orice x e X .

Zf Zf (X) 4t (%)

Astfel se obtine conditia d|n enuntul Prop02|t|e| 5.2.1.
O consecinta imediata a Propozitiei 5.2.1 este urmatoarea propozitie:

Dar

S ()=

n+p

Propozitia 5.2.2. Fie an(x) o serie de functii simplu convergenta pe
multimea X R cétre functia f(x). Conditia necesara si suficienta ca seria de
functii ) f (x) s& convearga uniform pe multimea A cétre functia f(x) este ca

multimea {N(&,x)|x € A& >0} sa fie marginita (N(z,x) este rangul incepand de

n

> f(x)-

k=1

la care

X) <g).

Propozitia 5.2.3. (CRITERIUL LUl WEIERSTRASS) Conditiile necesare

de uniform convergenta pe multimea X a seriei ) f,(x) sunt:
n=0



10

fn(x)HSan, neN

2° Seria de numere reale pozitive Y a, este convergents.

n=0

Demonstratie: Stiind ca seria Zan este convergenta, conform criteriului

n=0

general de convergenta al lui CAUCHY pentru serii numerice are loc afirmatia:
pentru orice & >0, exista n(¢) >0 astfel incat oricare ar fi n>n(¢) si p=1,

a,,+a,,+..+a, B <¢&,pentruorice xe X si peN.

n+1
Din ipoteza 1° se obtine urmétorul sir de inegalitati:
fn+1 (X)H = an+1’ fn+2 (X)H S an+2""’ fn+p <a
Adunand termen cu termen aceste inegalitati, rezulta:
f .. (X)H +|f ., (X)H+...+ oo (X)H @, +ay,,+..+a,,<&.

n+1
Stiind ca norma este mai mica decat suma normelor rezulta:
foa(X)+f 5 (X)+.. 1., (X)H <e¢

Conform cu Propozitia 5.2.1 rezultd ca seria ) f (x) este uniform
=0

n

n+p

n+p *

[e]

convergenta pe X.
Ca si la sirurile de functii si pentru seriile de functii se pune problema

transferarii proprietatilor de continuitate, derivabilitate si integrabilitate de la
termenii seriei la suma seriei de functii.
Aceasta problema este rezolvata de urmatoarele propozitii:

o0

Propozitia 5.2.4. (CONTINUITATEA) Fie ) f (x) o serie de functii,
=0

f:XcR" - Y cRF.
Daca: 1° f,(x) continue pe X, oricare ar fi ne N;

2° Seria > f,(x) este uniform convergenta catre functia f(x) pe
=0

multimea X .
Atunci f(x) este continua pe X .

Propozitia 5.2.5. (DERIVABILITATEA) Fie > f,(x), f,: XcR—>YcR o
n=0

serie de functii reale de variabila reala ( X interval de numere reale).

Daca: 1° Seria Y _f,(x) este simplu convergenta pe X catre functia f(x);
n=0

2° £ (x) sunt functii derivabile pe X, oricare ar fi n e N;



3% Seria ifn(x) este uniform convergenta pe X cétre g(x).
Atunci f(x) este derivabila pe X si are loc relatia f'(x)=g(x).

Propozitia 5.2.6. (INTEGRABILITATEA) Fie seria an (x) ,

n=0
f,:[a.b] =R — R o serie de funcii.

Daca: 1° f,(x) sunt functii integrabile pe [a,b];

2° Seria »'f,(x) converge uniform pe intervalul [a,b] c&tre functia

f(x).

Atunci f(x) este integrabila pe [a,b] si are loc egalitatea:

j:f(x)dx i‘jf



Observatia 5.2.2.
a) Demonstratia Propozitilor 5.2.4, 5.2.5 si 5.2.6 se face aplicand

propozitiile similare de la sirurile de functii, sirului S, (x) =Y f, (x).
k=0
b) Propozitile 5.2.4 si 5.2.5 se folosesc de obicei in calculul sumei

anumitor serii atunci cand lim ka (x) este dificil sau imposibil de calculat.
k=0

n—o

c) Daca in Propozitia 5.2.4 X este interval compact de numere reale,
atunci proprietatea 1° poate fi inlocuitd cu: seria an(x) este convergenta intr-

un punct x e X .

3. Serii de puteri
Definitia 5.3.1. O serie de forma Zanx” ,unde a, e R, ne N se numeste
n=0

serie de puteri.

Observatia 5.3.1.
a) Se observa ca orice serie de puteri este un caz particular de serie de

functii, unde f,(x)=a,x". De aceea teoria de la seriile de functii se aplicd si

seriilor de puteri.

b) Fiind un caz particular de serie de functii, exista si alte propozitii in plus
care se vor trata in cele ce urmeaza.

¢) Suma unei serii de puteri se numeste functie analitica.

d) Multimea de convergenta a unei serii de puteri nu este vida.

Exista serii de puteri pentru care M, = {0} si exista serii de puteri pentru
care M, =R (exemplu: 1+> n"-x"; ZX—).

=1 o n!

Propozitia 5.3.1. (TEOREMA LUI ABEL) Fie Zanx” o serie de puteri.
n=0

Atunci exista R >0, astfel incat:

1° Seria Y a,x" este absolut convergenta pentru x e (-R,R).
n=0

2° Seria Zanx” este divergentd pentru x € (—o0,—R)U(R,+»).
n=0

Numarul R se numesgte raza de convergenta a seriei de puteri.

Demonstratie:

1° Se observa ca pentru seria Zanx” , x =0 este punct de convergenta.
n=0



Daca nu exista un alt punct de convergenta pentru seria de puteri, luadnd
R =0, teorema lui Abel este satisfacuta.

Sa presupunem ca exista x, #0 punct de convergenta pentru seria de
puteri. Conform consecintei criteriului general de convergenta al lui CAUCHY
pentru serii numerice, rezultd ca sirul f,(x,)=a,x; are limita zero. Fiind un sir

convergent el este si un sir marginit. Deci exista M >0 astfel incét |a, - x;| <M.

Dacé se considera |x| < |x,| atunci au loc relatiile:

< M(ij , unde
XO

X

Xo

= <1.

Xn
N

n
a, - x

n
a, - X,

Dar seria geometricd ) q" este convergentd pentru |g|<1. Luand
n=0
n

. .o X
rezultd ca seria ) |—
n=0

Xo

q= este convergenta. Deci, conform primului criteriu

Xo

al comparatiei rezulta ca seria Zan-x” este convergenta, pentru orice

n=0

x € (=|%,|:|X,]), cum x, este un punct de convergenta arbitrar, daca se noteaza

cu R=sup{x,} rezulta i

n=0

n
a, - X

este convergenta, pentru orice XE(—R,R).

Deci, rezulta ca seria Zan-x” este absolut convergenta, oricare ar fi
n=0

Xe (—R,R) )
2° Daca x, este un punct de divergenta al seriei de puteri, atunci rezulta
ca oricare ar fi x cu |x|>|x,| si conform criteriului comparatiei avem c& seria

Zanx” este divergenta. Continuand rationamentul ca la punctul 1° rezulta ca
n=0

oricare ar fi x & (—oo,—|x,|)U(|x,|,+) seria ianx” este divergenta.
n=0

Dar este evident ca si in acest caz sup{x,} = R. Deci rezulta ca multimea
de divergentd este (—«0,—R) U (R,+x).

Observatia 5.3.2.

a) Se observa ca teorema lui Abel afirma existenta razei de convergenta
pentru orice serie de puteri, dar nu indica modul de determinare a acesteia.

b) Cu ajutorul razei de convergenta a seriei de puteri teorema lui Abel
determina multimea de absolut convergenta si divergenta a seriei de puteri fara
punctele x=-R si x=R.



Pentru a stabili natura seriei de puteri in aceste puncte se considera

seriile numerice Y a,-R" si > (-1)"a,-R". In functie de natura acestor serii
n=0 n=0
este si natura seriei de puteri in cele doua puncte.

Propozitia 5.3.2. (CAUCHY-HADAMARD) Raza de convergenta R

X < R
pentru seria Za,,x" este data de relatia lim|—/|=R.
n=0 n—e an+1
Demonstratie:

Se considera punctul x = x, fixat, atunci seria

|a0|+|a1-x0|+‘az-x§‘+...+ +...

a, X,

Poate fi considerata o serie de puteri si atunci, conform cu Propozitia 5.3.1
(TEOREMA LUI ABEL) rezulta ca aceasta este convergenta pentru orice
X, e(—R,R) : (1)
Dar seria anterioara, concomitent, poate fi considerata si o serie cu

termeni pozitivi si pentru stabilirea naturii acesteia poate fi aplicat criteriul lui
D’ALAMBERT si conform formei practice a acestui criteriu se obtine:

_la, X0 . |a
lim (22120 = |x, [ lim | =24
n—ow anXO n—owo an
. |a L y
|| lim |=2£1f < 1 atunci seria este convergents
n—oo a
Dacé !
. |a L . y
|| lim |=2£1f > 1 atunci seria este divergenta
n—oo an
. : . |a, , s :
Deci pentru orice |x0| < lim seria este convergenta, adica pentru orice
n—o a
n+1

an

an+1

n

an+1

,lim

n—w

X, € [— lim

n—w

J (2)
seria este convergenta.
Comparand (1) cu (2) rezulta ca:

n

an+1

lim =R.

n—ow

Observatia 5.3.3.

.| a y . . ,
a) Pentru a calcula I|m| | se foloseste o forma echivalenta si se obtine:

n—ow a

n+1

R:_—

1
limgf|a,|




b) Daca R este raza de convergenta a seriei Zanx” atunci:

n=0
1% Seria derivatelor de ordin n are aceiagi raza de convergenta.
2° Dacad S(x)=)Y a,x", S™(x) este suma seriei derivatelor de
ordin n.
Exemplu:

Fie seria 2[ j x" . Sa se determine multimea de convergenta M, si
n+

multimea de divergenta M, .

Rezolvare:
Deoarece seria este o serie de puteri conform teoremei lui Abel, pentru a
determina pe M. si M,, trebuie determinata raza de convergentd R. Conform

formulei lui CAUCHY-HADAMARD rezulta ca:
n n+2
n +1 n+1

R =1lim

n—w

n~>oo
an

0

. , n
Deci pentru orice xa( 11) seria Z—1x este convergenta si oricare
n+
n=0

ar fi x e (—o0,—1)U(1,x0) seria zﬁx este divergenta.
n=0 +

Se studiaza natura acestei serii in punctele x =1 si x =-1.

0

n
Pentru aceasta se studiaza urmatoarele serii numerice: 2—1 Si
n+
n=1

nz n+1

n 1
—1>—1 si cum seria armonica este divergenta, conform criteriului
n+ n+

00

n
comparatiei rezulta ca seria 2—1 este divergenta. Deci punctul x =1 este
=n+

. < . L N
punct de divergenta pentru seria de puteri Z—x” .
~n+1
Folosim operatia cu serii numerice

:ZO_ __z z n+1L.

n+1 %3 ~ n+1
Cum cele doua serii sunt convergente, rezulta ca si seria

0

n n .
;(—1) — este convergenta.

Deci x =—1 este punct de convergenta pentru seria



> n

;mx .MD I(—OO,—1)U[1,OO), MC =[—1,1).

La seriile de functii, pe langa convergenta simpla, se pune si problema
convergentei uniforme.

Seriile de puteri fiind serii particulare de functii, aceasta problema a
convergentei uniforme se pune si pentru seriile de puteri.

Propozitia 5.3.3. Fie seria Zanx” o serie de puteri, atunci oricare ar fi
n=0

xe[-R+¢,R—-¢], unde ¢ €(0,R), seria este uniform convergenta.

Demonstratie:
Intr-adevar, daca

n

|X|SR—€:>‘an-X” S‘an(R—g) :

Cum seria Z
n=0

an-(R—g)"‘ este convergenta, conform cu criteriul lui

WEIERSTRASS rezulta ca seria Zanx” este uniform convergenta.
n=0

Observatia 5.3.4.
a) Se observa ca cel mai mare interval de uniform convergenta este

(-R.R).
b) Tinand cont de Propozitia 5.3.3 se poate afirma ca (-r,r), r (0,R)
este intervalul de uniform convergenta pentru seria de puteri.

4. Formula Taylor pentru polinoame si functii

Propozitia 5.4.1. Fie P(x)=) a,-x*; a,eR. Dacd se considera
k=0

X, =a <R, atunci are loc relatia:
2
(x-a)
2!

X—-a

P(x)=P(a)+ T

P'(a)+

Demonstratie:

n

In polinomul P(x)=>a, -x*, daca se considerd cd x — x+h se obtine:
k=0

P(x+h)= :Z:;ak(x+h)k :

Acest polinom daca se ordoneaza dupa puterile lui h, atunci el are forma:




P(x+h)= Zn:Akh"
(1)

unde A, sunt coeficienti care de fapt sunt expresii de x ce urmeaza a fi
determinati.

In relatia (1), daca se face h=0 rezultd P(x)=A,.

Se deriveaza relatia (1) si se obtine

P'(x+h)=A +2Ah+3Ah* +...+nAh""

(2)

In aceasts relatie, daca se considera h=0, se obtine P'(x)=A,.

Daca se deriveaza relatia (2) se obtine

P"(x+h)=2A,+6Ah+..+n(n-1)Ah"?

(3)

In relatia (3), daca se considera h=0, se obtine P"(x)=2A, =2!A,.
Procedand in mod analog, se obtine ca P(")(x)zk!Ak, oricare ar fi

k=0,n. Cu coeficientii A, astfel determinati, daca se revine in relatia (1), se

obtine
n hk
P(x+h)=>=P%(x)
i k!
Daca se considera x=a si x+h=y seobtine h=y-a.

Cu aceste notatii egalitatea anterioara devine

k
P(y)=Z%P(k)(a). Facand schimbarea y —»>x se obtine

k=0

P(X):Zn:@/:’(k)(a) care este tocmai FORMULA LUI TAYLOR PENTRU
ko M
POLINOAME.

Observatia 5.4.1.
a) Formula lui Taylor pentru polinoame are o importanta calculatorie, in

sensul ca permite dezvoltarea polinomului P(x) dupa puterile lui xta.

b) In formula lui Taylor pentru polinoame, dacd se considerdaa=0 se
obtine formula lui Mac-Laurin, care are urmatoarea forma:

P(x)= g’;_k!/vm(o).

Exemplu:
Folosind formula lui Taylor pentru polinoame sa se descompuna in fractii
simple fractia:



x*+3x3 +2x%* + x +1

(x=1)
Rezolvare:
Se considera polinomul P(x)=x*+3x> +2x* + x +1.

Se scrie formula lui Taylor pentru acest polinom, pentru punctul a=1.

p(x)=3 = gy

=< k!
TrebuiekE:OaIcuIate derivatele pana la ordinul patru inclusiv ale polinomului
P(x) in punctul x =1.
P(1)=8
P'(x) =4x° +9x* +4x+1 rezulta P'(1)=18
P"(x)=12x*+18x+4 rezulta P"(1) =34
P"™ x) 24x +18 rezulta P"'(1):42

P")(x) =24 rezults P (1) =24
18

P(x) =8+ (x =)+ 2 (x=1f + 2o (x =1 + 23 (x-1)"

FT
Deci

P(x):8+18(x—1)+17(x—1)2+7(x—1)3+(x—1)4.
Atunci
X135 42X+ x+1_ 8+18(x=1)+17(x=1)" +7(x-1)" +(x-1)°
TR (x-1)
_ 8 N 18 N 17 N 7 N 1

(=17 (=0 (=17 (=1 (x=1)

Propozitia 5.4.2. (FORMULA LUI TAYLOR PENTRU FUNCTII CE NU

SUNT POLINOAME) Fie f:1c R — R o functie derivabila de n+1 ori in punctul
k
n (x— X
X, el si Pn(x):Z%f(k)(xo) polinomul lui Taylor atasat functiei f(x) pe
k=0 .
intervalul I=[a,b].

Atunci f(x)=P,(x)+R,(x),

b=8)"(x=a) i), .
i F(E); £e(ab).

R, (x) se numeste restul de ordinul n din formula lui Taylor, iar egalitatea

unde: R, (x) :(

se numeste formula lui Taylor pentru functia nepolinomiala f(x).
Demonstratie:



Pentru a determina restul R, (x) este evident ca el trebuie luat sub forma
R,(x)=(x-a)"A
(1)

unde A este un numar real ce se determina.
Pentru determinarea lui A se considera functia:
b-x ., (b—x)2 " (b-x)
F(x)=f(x)+1—!-f(x)+T-f (x)+...+T
Se observa ca functia F(x) este o functie Rolle raportata la intervalul

-f(”)(x)+(b—x)p-A

[a,b], adica ea are proprietatile:
1° F(x) continua pe [a,b]
2° F(x) derivabila pe [a,b]
3° F(a)=F(b).
Deci, conform teoremei lui Rolle existd & e (a,b) astfel incat F'(£)=0.
Dar

b1—!X,f"(x)_b1—!X.f"(X)+ N F(X) = m

F'(x)=f'(x)-f"(x)+

(b B X)n_1 (n) (b - X)n (n+1) et
o R T e (oA
Asadar:
! b-x " n+ _
Fi(x)-! n!) 7 (x)-p(b-x)"" - A
Tinand cont de aceasta se obtine:
b_f n . » . b—f n+1-p N
%f( 1)(9‘!)—p(b—§)" -A=0. Deci A:%f( 1)(5)

Cu A astfel determinat, conform (1) rezulta

R (X) _ (b - f)";!.Pp(x—a)p ) (65)
(x-&)""(x-a)
n-p

Daca & e[a,x) c[a,b] atunci R, (x) = -f(””)(cf).

Observatia 5.4.2.
a) Restul R, (x) din Propozitia 5.4.2 se numeste restul lui Taylor sub
forma generala sau restul Schlémlich-Roche.
e Daca in restul sub forma generala se considera p=n+1 se obtine
restul sub forma Lagrange care are evident forma:



n+1
RAX):%%;%T“”MW§%f=a+(x—®9a9e@ﬂ)
e Daca se considera p =1 in forma generala a restului, se obtine restul
sub forma lui CAUCHY.
R (X) _ (X—a)(X—f)” ) (5)

n!

sau
R (x)=ﬂ'x””f””(<9-x) 0 <(0,1) dacd Oel si £e(0,x).
! n! ’ ’ ’

b) Resturile sub cele trei forme din formula lui Taylor au o importanta
deosebita in stabilirea erorii prin care formula lui Taylor aproximeaza functia
f(x) prin polinomul lui Taylor P, (x).

c) Formula Iui Taylor pentru functii are o importantd practica deosebita,
deoarece permite tabelarea functiilor derivabile de n+1 ori.

d) Daca se considera x,=0, formula lui Taylor pentru functii capata
forma:

n

F(x)= 3 21(0) 4R, (x)

k=0 K-
numita formula lui Mac-Laurin pentru functii.

Propozitia 5.4.3. Daca R,(x) este restul din formula lui Taylor pentru
functia f(x) dezvoltatd in jurul punctului x =a, are loc relatia:
R, (x
lim —”( )n =0

Observatia 5.4.3.

Relatia din propozitia anterioara prezintd o importanta deosebitd in
calculul limitelor diverselor functii, folosind dezvoltarea lor dupa din formula lui
Taylor.

Exemplu:
Fie f:R—>R, f(x)=sinx. Sa se dezvolte functia f(x) folosind formula

Mac-Laurin cu restul lui Lagrange.
Rezolvare:

Este evident ca formula Mac-Laurin cu restul lui Lagrange are forma:
k

_ X" LW Xn+1 (n+1)
f(X)—;ﬂf;o) +mf (9')(), 96(0,1)

Pentru a gasi aceasta dezvoltare este suficient sa se gaseasca f*) (0)



Dar se stie ca (sin x)(k) = sin(x+k7ﬂj. Atunci f*(0) = sin%[

rezulta
ki

n Sin—— n+1
sinx=z X+ X _sin 0-x+M .
kKl (n+1)! 2

Deci aceasta este egalitatea cu ajutorul careia se tabeleaza functia sinx.
Exercitiu:

Sa se dezvolte dupa formula Mac-Laurin functiile:

1) f(x)=In(1+x)

2) f(x)=In(1-x)

DERIVATE DE ORDIN SUPERIOR

1 (F-6) ()= ()-9()+Cif (x)-9"(x)+ .+
+C1f(x)-g" " (x)+Cf(x)-9" (x), (¥)x el (Formula Leibniz)

3. (cosx)(") :cos(x+n%j, (V)xeR, neN
n

5. (a ex)(n):a-ex, (V)xeR, aeR, neN

6. (x’”)(n) =AX"", (V)xeR,1<n<m

7. (a")(n) =a*(Ina)’, a>0, xeR, neN

8. (Inx)(")zw, xeR,neN

9. (shx)*” =shx, (shx)*" =chx, xeR, n>1
10. (chx)®” =chx, (chx)®" " =shx, xeR, n>1

11. y = arctgx;

(”)(x):(n—1)!cos”y-sin(y+ngj, xeR, ye(—%,gj, n>1

< <

—_—
N
7N\
H+ | =
~———~
=
I
—~
|
—
N—
3
S



5. Seria Taylor

Definitia 5.5.1. Fie f:IcR — R o functie indefinit derivabila in punctul

[e] X_ n
x=acl. Atunci seria de puteri Z%-f(")(a) se numeste seria Taylor
n=0 n:
atasata functiei f(x) pentru x =a.
e Daca seria Taylor atasata functiei f (x) este convergenta si are ca

suma functia f(x) atunci ea se numeste serie Taylor a functiei f(x).

Propozitia 5.5.1. (SERIA TAYLOR PENTRU FUNCTIA y =f(x))

Fie f:IcR—R o functie indefinit derivabild in punctul x=a si R, (x)
restul din formula Taylor pentru functia f(x). Conditia necesara si suficienta ca
functia f(x) sa fie dezvoltata in serie Taylor in punctul x = a este ca:

L@OR” (x)=0

Demonstratie:
Trebuie aratat ca in conditile Propozitiei 5.5.1, seria Taylor atasata

functiei f(x), devine seria Taylor a functiei f(x), adica are loc egalitatea:

f(x)-3 =2 ).

n=0 n!
Se considera formula Taylor pentru functia f(x).
f(x)=P,(x)+R,(x)

k
unde P, (x)= Z(Xl_('a) -f(k)(a) este polinomul Taylor al functiei.

k=0
Dacé se considera limR, (x)=0 se obtine:

n—o

lim R, (x) =f(x)-lim P, (x).. Deci lim P, (x) =f(x).

k
Dar P,(x)= Z%-f(”(a) este de fapt termenul general al sirului sumelor
k=0 .

partiale pentru seria de puteri i (x-2) ) (a).

n=0
Cum acest termen general are o limita finita f(x) rezulta ca seria este

convergenta pe o vecinatate a punctului x =a, catre f(x) . Are loc egalitatea:



-5

= n! 'f(n)(a).

Observatia 5.5.1.
a) Clasa functiilor dezvoltabile in serie Taylor conform Propozitiei 5.5.1
este inclusa in clasa functiilor ce admit dezvoltarea dupa formula lui Taylor.

b) Daca in seria Taylor a functiei f(x) se considera a =0, se obtine
N X )
f(X) - ; n! f;O)
care se numeste seria lui Mac-Laurin atagata functiei f(x).

0 _a n
Propozitia 5.5.2. Fie Z(X : )
n=0 n:
f(x). Aceasta serie este convergenta catre functia f(x) pe intervalul [0,H] sau
[-H,0], daca f((x’;) <M, unde M >0, oricare ar fi x €[0,H] sau x [-H,0].
Demonstratie:
Se stie ca restul R, (x) sub forma lui Lagrange pentru functia f(x) este:

-f")(a) seria Mac-Laurin atasata functiei

n+1

X
R (X)=——.
- (X) (n+1)!
Pentru demonstratie se considera 6 < (0,1).

Din aceasta forma rezulta:

f(n+1) (HX)

n+1 n+1
R,(x) = (nx | 7 (0x) < M- (nX ik
+1)! +1)!
Se noteaza:
n+1
u, = X  Atunci 2ot = | X | Deci lim|Ze:t| = 0 <1.
(n+1)! u, |n+2 ol U

Deci, conform criteriului lui D’Alembert sau al raportului rezulta seria ZUn
n=0
este convergenta. Dar conform consecintei criteriului general de convergenta al
lui Cauchy pentru serii numerice rezulta limu, =0.

n—oo

Conform criteriului majorarii rezulta limR, (x)=0.

n—ow

0
Conform Propozitiei 5.5.1 rezulta ca functia f(x) este dezvoltabila in serie
Taylor.

Exemple:
1. Sa se dezvolte in serie Mac-Laurin functia f: R > R, f(x)=e".



Rezolvare:
Pentru a cerceta daca functia f(x)=e* este dezvoltabild in serie Mac-

Laurin (Taylor), conform Propozitiei 5.5.2 trebuie aratat ca exista V, astfel incat

oricare ar fi xeV, avem

f(”)(x)‘<M, pentru orice neN. Intr-adevar,

f(”)(x)zex. Se stie ca pentru orice xe(-a,a) are loc relatia e <e* <e®
datoritd monotoniei functiei f(x)=e*.

Deci rezulta ca pentru orice XE(—a,a),

f") (x)‘ <e’ =M. Deoarece
intervalul (-a,a) este o vecinatate oarecare a lui 0 rezultd ca functia f(x)=e”"

este dezvoltabilda Tn serie Mac-Laurin

f(x)= ioz—r:f(g’;) seria Mac-Laurin a functiei f”)(x) = e*
f(g’;)(x)=1, atunci e* :Z%ﬂ —.+—+...+X—+...

Afirmatiile anterioare rdman valabile si pentru a — . Deci f(x)=e* este
dezvoltabila in serie de puteri (V)x eR.

2. Sa se cerceteze daca functia f(x)=sinx, xeR este dezvoltabild in

serie Mac-Laurin si in caz afirmativ sa se determine aceasta dezvoltare.
Rezolvare:
Se stie ca:

£ (x)= sin(x +n7xj .

. nx
sin| x +—
( ZJ

f(”)(x)‘ <1=M, pentru orice x € (—,0) care poate fi consideratd cea mai

Cum

<1, oricare ar fi x € R rezulta ca

mare vecinatate a lui 0.
Conform Propozitiei 5.5.2 rezultd f(x)=sinx este dezvoltabila in serie de
puteri sau seria Mac-Laurin.

0, n=4p
1 =4p+1
fg”)(x):sinn—xz  =Ap
© 2 |0, n=4p+2
-1, n=4p+3
Cu alte cuvinte seria Mac-Laurin este:

. = x"  nr x x x° X
S|nX:Z—S|n—:——_+___+
~ n! 2 1 31 51 71



3. S& se cerceteze daca functia f(x)=cosx, xeR este dezvoltabild n

serie Mac-Laurin (serie de puteri) si in caz afirmativ sa se determine aceasta
dezvoltare.

Rezolvare:

Se stie ca:

£ (x) = (sin x)(") = cos(x+n—zxj
rezulta ca

nx

cos| X +—

(%)

f\)(x) <1=M, pentru orice x e (—o,0) care poate fi considerats cea mai

<1

mare vecinatate a punctului O.
Conform Propozitiei 5,5,2 rezultd f(x)=cosx este dezvoltabila in serie

de puteri si aceasta este:

© n nr X2 X4 X6 X8

COS X = X—cos—:1——+———+——...
~n! 2 21 41 6! 8!

Exercitii:

Sa se dezvolte in serie Mac-Laurin functiile:
1) f(x)=In(1+x).

2) f(x)=In(1-x).

Propozitia 5.5.3. (FORMULELE LUl EULER) Pentru orice x € R au loc
relatiile:

eix +e—ix

COSX=——;

ix

sinx:%, i=~—1,

i
care se numesc formulele lui Euler.

Demonstratie:

Se stie ca oricare ar fi x e R
. x x> x* X

sinx=—-—+—-——...

1M 31 & 7l



(1)

x* x* x
cosx=1-—+——-—
21 41 6
Se considera functia f(x)=e". Deoarece " (x)=a"-e™ rezultd ca
f"(0)=a".
Deci seria Mac-Laurin pentru functia f(x)=e" este:
0 n 2 3 4 5 6 7
e‘”:ZX—:1+a£+a2x—+a3X—+a4x—+a5x—+asx—+a7—+...
n! 1! 2! 3! 4! 5! 6! 7!

n=0 11+
In aceasta egalitate daca se considera a=i $i a=-i se obtin
urmatoarele relatii:

Se stie ca:
" x x2 X2 xt x> x* X
e =i
1 2! 3! 4 5! 6! 7!
(2)
" x o x2 .x* xt X x* X
- I [ (LAY LANSNILAT LA A AN

1M 21 31 4 51 6! 7!
Conform relatiilor (1), relatiile (2) devin:
e* =cosx+isinx
e =cosx —isinx
Daca se aduna cele doua relatii se obtine:

ix —ix
—-e

COS X =

Daca se scad cele doua relatii se obtine:
ix —ix
. -e
sinx = -
2i
Astfel s-au obtinut formulele lui Euler.

Propozitia 5.5.4. (SERIA BINOMIALA) Daca |x| <1, atunci seria binomiala
y) /1(/1—1))(2 . A(A=1).(A-n+1)

1+ =x+ x" +... este convergenta catre
1! 2! n!
f(x)=(1+ x)i ,oricarearfi 1eR.
Demonstratie:

Se scrie formula lui Mac-Laurin cu restul sub forma lui Cauchy pentru
functia f(x)=(1+x)".
Intr-adevar, pentru a putea scrie aceasta formul&, se stie ca:
(1 - e)n n+1 (n+1)
Rn(x):T-x F"V(0-x), 0€(0,1)
este restul sub forma lui Cauchy pentru functia y =f(x).



Deoarece in cazul de fata

F(x)=A(2-1)(2-2)..(A-n+1)(1+x)"
rezulta

" (0-x) = A(A=1)(A-2)...(A—n)(1+ 6x)
lar restul sub forma lui Cauchy este:

R, (0=

Conform Propozitiei 5.5.1 ca aceasta functie sa fie dezvoltabila in serie de
puteri (Mac-Laurin) trebuie ca limR, (x)=0.

n

A-n—1

X" 2 (A1) (A-2)..(A-n)-(1+0x) "

Pentru a arata aceasta egalitate se fac urmatoarele notatii:

u, = /1(/1_1)(/1_2)"'(/1_”)-(1+19x)i_1 siv :(—1_0 ] -(1+¢9x)l_1
n! 1+ 0x

Cu aceste notatii rezulta ca R, (x)=v, -u,

(1)

Daca se aplica criteriul raportului seriei 2un rezulta

n=0

u+1_[A(A-1)(2-2)..(A=n-1)-x"* n! | _|p=n=1
|y, || (n+1)! A(A-1)...(A—n) | n+1

Deci

lim |2 1 |x| <1, oricare ar fi x e (-11).

n—oo un

Deci seria »_u, un convergent pentru x € (-11).

n=0

Atunci limu, =0

(2)

imv, =tim( 22| (1+6x)" =0
nve Mmoo 14 Ox

(3)

Din (1), (2) si (3) se obtine:
limR, (x)= limu,-v, =0, (V)xe(-11).

n—w

Tinand cont de Propozitia 5.5.1 rezultd ca functia f(x):(1+x)ﬂ este

dezvoltabila in serie de puteri pe intervalul (-1,1).
Tinand cont de faptul ca:
X )
f(x) - ZF ’ 7?0)

n=0 -



f(x)=2(A=1)(2=2)..(A-n+1)(1+x)".
De aici rezulta ca

f(0)= A(2-1)(A-2)...(A—n+1)

Atunci rezulta ca

(1+x)’ 1+l xs 1(1_1)x2 +ot /1(/1_1)(/1_2)"'(/1_n_1)x” +.
1! 2! 2!
care este seria binomiala.
Exemplu:
Sa se dezvolte in serie de puteri functia f(x)= J+x, xe (-11).
Rezolvare:

]
VI+x =(1+x)2.
Deci pentru a obtine dezvoltarea in serie a acestei functii se inlocuieste in

seria binomiala 4 :% si se obtine:

_ X 1 2 1‘3 3 1'3'5 4 n+1 135...(2[7—3) n
\/1+x_1+§—22.2!x t a1 "o ar +o+ (1) T X" +...



6. Exercitii rezolvate

Exercitiul 5.6.1. Sa se studieze convergenta (simpla si uniforma) pentru
urmatoarele siruri de functii:

a) f :[0,I]>R,f (x)=x"

b) f :[0,00) >R, f ()=
1+ nx
c) f,iR->R, f,(X)=——
1+ nx

d) f:RoR,f(x)=e™ sinx
e) f R SR, f(x)=4x

Rezolvare:
Dupa cum se stie, sunt adevarate urmatoarele afirmatii:

S
1° Daca limf, (x) = f(x) atuni f,(x)—>f(x)

u
2° f, 7f(x) daca si numai daca

i) sup|f,(x)-f(x)|——=—0

XeA

sau
ii) Existd un sir de numere pozitive a, —» 0 a.i. |f,(x)-f(x)|<a,
(V)xe A
sau
U
iii) Existd sirul de functii qn(x)?o ail |f(x)-f(x)|<q,(x)

(V)xe A
v) [If,(x)-f(x)]l.—0

0; 0,1
a) limf, (x)=Ilimx" = xel ).
n—o n—o 1’ X =1
0; 0,1 : :
Deci f:[01] >R f(x)= {1 X e [1 ) este functie spre care sirul converge
, X=
simplu.
x"; xe[01
[ACSERIE R
1T x=1

Deci sup |f, (x)-f(x)|=1, (V)n=>1. Deoarece este evident ca nu este
x€[0,1]

satisfacut 2° i), sirul nu este uniform convergent.
Observatie:
Daca a € (0,1) atunci



sup |f,(x)-f(x)|=a" si lima” =0. Asadar sup |f, (x)-f(x)|——=—0

xe[0,a] xe[0,a]
si, conform cu 2° i), sirul converge uniform la f(x) pe [0,a].
b) limf (x)=1 VxeR,. Deci functia f:[0,0) >R. f(x)=1 este functia
spre care sirul (f,(x)) ., converge simplu.
|, (x)-f(x)|= 1 = sup |f,(x)-f(x)|=1. Atunci
1+NX  xeom)

lim sup |f,(x)—f(x)|=1 si, conform cu 2° i), sirul f (x) nu converge uniform la

n>1

N—=% xe[0,:0)
f(x).
Observatie:
Fie a > 0 atunci sup |f,(x)—f(x)|= 1 Atunci
xela,0) 1+na

lim sup |f,(x)—f(x)|=0 si, conform cu 2° i), fn(x)[—u>)f(x) a>0.

N—=% xela,0)
c) limf (x)=0 VxeR. Deci functia f:R —>R; f(x)=0 este functia spre

care sirul converge simplu.
X
| £, (x)—f(x)|=
1+ nx

Se calculeaza ||f,(x)—F(x)|..=lIf.(x)]|
relatia:
I1£11..= max{ F(=oo), | F(x,) ], ey | F(X, ) |, F(o0)}

unde x,,X,,...,X, sunt radacinile ecuatiei f'(x)=0.

5

Pentru aceasta se foloseste

o0 "

R 1
inacestcaz f'(x)=0=>1-nx*=0=>x,=———:; N, =—.
( ) 1 \/E 2 \/H
1 1
flt—|=—~=.
( JFJ 24n
. 1 . . u
Atunci ||f, || ,.=——= — 0. Deci, conform cu 2°iv), f,(x)—>0.
[, 11 oin ), T, (X)—

d) |fn(x)|:|e'”xz-sinnx|§e‘nX2 (V) xeR*. Atunci Ilimf (x)=0. Cum

S
f,(0)=0 rezulta ca fn(x);)o.

]
sup |f.(x)[>e " -sin1>¢e"-sin1>0. Deci Iim(sup |fn(x)|j¢0. Asadar

xe[0,1] n—o\ xc[0,1]

f,(x) nu converge uniform pe [0,1].

Fie a > 0 atunci sup | f,(x)|< e 50.

|x|>a



Deci limsup|f,(x)|=0. Deci, conform cu 2° iv), f,,(x)—:>0

n—o |x|2a

undeA={xeR\x>a}.

Exercitiul 5.6.2. Fie f,:R—>R un sir de functii definit astfel:

X
V14 x?

u
Sa se arate ca f, ;)0.

f(x) = i £,(x)=f,of,, (V)n22.

Rezolvare:
Din relatia de recurenta f (x)—ﬂ se obtine f. (x)—L
’ S 1+f2,(x) ’ ’ Jie2x?’
X
fi(X)=—, ...,
’ V1+3x2
Se presupune adevarat ca fn(x):L si se demonstreaza ca
vV1+nx?
X
fn+1(x): 2
1+(n+1)x

X
i 2
Intr-adevar £ (x)= \/ff:;i ) _ W _
+f2(x \/ X
5 1+—=

1+ nx?

X AMenx® X
V14 nx?2 \/1+(n+1)x2 \/1+(n+1)x2
X

1+(n+1)x°

Asadar f, ,(x)= c.c.t.d.

X
Atunci conform inductiei rezultd ca f,(x) = —— (V)n2>1.
V1+nx?

lim—X__ -0 (V)xeR.

I|7I—r>To]o fn(X) - n—ow 1 2
V1+nx

S
Asadar fn(x)?o. Se cerceteaza daca convergenta este si uniforma.

. X -nx 1 1+ nx* — nx?
fn(x):[«/1+nx2 - J = -
J1+nx2 ) 1+0X% (14 nx? W1+ nx?
1

(A+nx* W1+ nx?




Deoarece f(x)=0 nu are radacini, atunci
[| T, ||,=max{f,(+x),f, (+)} =0. Deci lim||f, ||,=0 si atunci, conform cu 2° iv),

f,(x)>0.

Observatie:

Faptul ca sirul f (x)= converge uniform pe R la 0 se poate arata

X
V1+nx?
folosind Propozitia 5.1.2. Intr-adevar

] < ] —i—>0 (V)xeR.

|f.(X)|= e Ixldn 4n

Exercitiul 5.6.3. S& se arate ca sirul de functi f, :[ab]—>R;

fn(x):z (Smx1) este uniform convergent pe [a,b] si functia limita f(x) este o
~n(n+

functie uniform continua.

Rezolvare:

Deoarece nu se poate determina functia limita f(x) pentru a studia uniform
convergenta se utilizeaza Propozitia 5.1.1.

B _|E sinkx |< <
fmp(X) fn(X)‘ k§1k(k+1)|_k;1
n+p-1 - n+p _
(n+1)(n+p) (n+N)(n+p) n+1

(V)e>0.

sinkx | _ %81 11
k(k+1)| " Sak(k+1) n+1 n+p

<& (v)n>[N(g)]=F_—g} care este finit
&

1-¢

Cum (V)e>0 si (V)n>{—}
&

frop(X)=F,(x) <& (¥)peN conform cu

Propozitia 5.1.1 sirul f (x) este uniform convergent pe [a,b] catre functia
f:la,p] >R.
Cum functiile f,(x)= nzlvnx1) sunt continue pe [a,b], atunci conform cu
+
Propozitia 5.1.3, functia f:[a,b] > R este continud. Domeniul de definitie fiind

compactul [a,b] ea este uniform continua.

cosk?x

. - Sa se arate ca sirul de

Exercitiul 5.6.4. Fie f, :\R >R, f,(x)=Y"

n=1

functii este uniform convergent catre o functie derivabila f :R - R.



Rezolvare:

P cosk?x

rn () =100 =| 3 =3
k=n+1

- 1 1 1 1

Z— -

S(k-1)k n n+tp n
1<¢9 (V)g>§in>[1}.
n <

S”Z*’:’|cosk2x|£’§i<’§lS

4 4 2
k=n+1 k k=n+1 k k=n+1 k

frp(X)=f,(x) <&, (V)e>0 si (V)n>H.

&
Agadar, conform cu Propozitia 5.1.3 exista o functe f:R—>R a.i

fL () F(x).

Deci

n 2 n i 2
Functiile 7, (x)= Zcoi’f X sunt derivabile si f,(x) = ZS”;{’; X
k=1 =

In mod analog se aratd ca acest sir al derivatelor este, de asemenea,
uniform convergent catre o functie g:R - R.

Conform cu Propozitia 5.1.4 functia f:R—>R este derivabila si
f'(x)=q(x).

Exercitiul 5.6.5. Sa se determine multimea de convergentd pentru
urmatoarele serii de functii:

a) 3 (2-x)2-Vx)..(2-%x), x>0

by SN0+ 40
n=1 n

C) i;
= (n+x*)"

Rezolvare:

a) Pentru x=2 seria este evident convergenta. Fie x>0 atunci

lim&/x =1. Deci exist4 un rang Np a.i. (V)n > N, termenii seriei vor fi pozitivi.

n—oo
Seria, deci, poate fi considerata ca serie cu termeni pozitivi. | se aplica
acestei serii criteriul Rasle-Duhamel si se obtine:

n(x”1+1 —1]
lim n(ﬂ—1] —lim— /— im—

1

n—>o fn+1(x) n—o 2_Xﬁ n—wo N +1
G 1
lim lim . =Inx.
n—oo n—oo _
_— 2_Xn+1

n+1



Deci pentru Inx>1< x e(e,0) seria este convergenta. Pentru x=¢e
seria este divergenta. Deci multimea de convergenta a seriei este (e,»).
b)
e Seria este evident o serie cu termeni pozitivi (V)xeR si a>0.
Folosind criteriul raportului se obtine:
X n+1
lim Foa(X) _ Iim( n j In(1+a™) _
noe f (X) oo\ n+1 In(1+a")
e Daca a<1 . Decipentru a e (0,1) seria este convergenta (V) x eR.

Pentru a =1 seria este Z— care este convergenta oricare ar fi n > 1.
n=1 n

e Pentru a >1 are loc egalitatea

n 1 1
Ina”| 1+ — In 1+ —
In(1+a") _ a" Ina a"

= +

o0

este convergenta

n=1

(V)x>2.
In(’l+1nj I In (1+1j
Deoarece Xa < n2 seria Z este convergenta pentru
n
x>1.
In(1+a") y
Deci pentru x > 2 seria Z— este convergenta pentru (V)a >1.
n=1 n
c) Se observa ca seria z; este o serie cu termeni pozitivi
= (n+x?)”
(V)xeR.
Folosind al  treilea  criteriu al comparatiei se  obtine:
n“ ¢
lim———=1im =1, (V)xeR.
o (x? +n)” "%(n+x2j )

Deci zla Si Z%)a au aceeasi natura (V) xeR.



0

Asadar, pentru « >1 seria z

——— este convergenta (V)xeR. lar
n=1 (n + X2 )a

pentru « <1 seria de functii

1 , C
———— are multimea de convergenta vida.
o (n+Xx7)

Exercitiul 5.6.6. Se considerd seria de functii 1+ (x" —x""). S& se

n=1
, , y L y , 1
determine multimea de convergenta a seriei si sa se arate ca multimea O'E

este o multime de uniform convergenta.
Rezolvare:

Termenul general al girului sumelor partiale al seriei 1+Z(x” —x"") este

n=1

0, x e(~11)
Uk k-1 n : 1, n=1
S, =1+) (x*-x*")=x".Cum ImS, =
k=1 n—o w, X>1

nu exista pentru x < -1
Deci multimea de convergenta a seriei este (-1,1].

S
Din cele aratate anterior, rezulta ca 1+Z(x”+x”‘1)—1>0. Deci

i °3)

f: [0%} —>R f(x)=0 este suma seriei.

Din|S, -Olke e x" <& (V)e>0 se ob’;ineN(g,x):“n—g}.
nx

Se observa ca multimea {N(g,x)\x € {O,%}g > O} este marginita de 0 si

[I angS] Deci conform Propozitiei 5.2.2 rezulta ca 1+Z(X" +x"7) —u1> 0.
n ’ n=1 0

2

Exercitiul 5.6.7. Sa& se determine multimea de convergentd a
urmatoarelor serii de puteri:




© 1 -n? .
C) ;[14';} - X

Rezolvare:

1
a) supgfia, | = sup ”—=sup"'@=sup U ﬁ1

Din seria data pentru x=1 si x=-1 se obtin seriile z n

n=1( 1)’7
n+—
n

1
n+—
n

i(—”" n—1
i [n +j
n

Datorita faptului ca

n 0
lim —"— = lim/n| —— | = im%n| —— | - [1] _q,
1

e

rezulta ca seriile nu sunt convergente. Deci multimea de convergenta a seriei
este (-11).

n* 2nrx
b) 9la, | = -lcos——.
) la, | n* +1 3
Cum coanT”ﬂ Si COSMZ osm_% (s-au folosit
schimbarile de functe n—>3n, n—->3n+1 n—->3n+2) se obtine
supi/la, | = n*
Pl ="

n? 1
Deci w = limsup?/|a. | = lim =1. Atunci R=—=1.
n—oo p | n | I’l—)oon+1 a)



o0 2n
Pentru x=1 si x =-1 se obtin seriile numerice Z—-cos”znTﬁ Si

= (n*+1)"
0 2n
Z(_1)” .zn—.cosn 2”_72'
p (n”+1)" 3
L. n* . 2Nn7
Se observa ca sirul a, =———-cos" —— nu este convergent deoarece
(n°+1)" 3
a,, >1sia,, 0.
Intr-adevar:
]
6n 2m 0
imay, =lim— M _jim My T =(1J ~1
n—o n—w [(3n) +‘|] n—w (m +1) n—»o ’ 1 e
T m?
(m=3n)
2(3n+1) 2p
ima,,., =lim—or Ty P 4020
n—e oo [(3n+1)" +1°"7 2777 o= (p® +1)P5 2P

(p=3n+1)
Cum termenul general al celor doua serii nu are limita, rezulta ca seriile
sunt divergente. Deci multimea de convergenta a seriei de puteri este (-1,1).

C)a)=|im”[1+lj :Iim;nzl
n—o n n—oo 1
-
n
w
. . . © e” © ) e"
Pentru x =—e si x =e se obtin serile > ———— > (-1)" - ——,
n=1 1\" = 1Y
[HJ (1+j
n n
1 ’ 1
lim— = =] © . Se considera functia f(x)=(1e ]

N0 n n? 1 + X
(1+1j (1+1j 1+;
n n

e*—x-1

1 +x (1+x)x?
. e* ¥ e —x—1)e—x1
lim =lim/| 1+ ——
x>0 1+ x x50 1+ x

(1)




. eX—-x-1 . e* -1 . e* 1
I|rn'———§————7;— ::||n1 > ::||n1 [
=0 X% 4+ x x=>02x +3x x->024+6x 2

(2)
Din (1) si (2) limf(x) = Ve

im—® _im f(lj —Je

n

Asadar seria ze—2 este divergenta.

- (’I + 1)
n

y S -1)"-e" : :
Dacd se considerd x, :()—2 = x,, >~e si x,,., ——Je. Atunci

(1 1 )n
n
0 (_1)!} 'en

seria Z— nu este convergenta. Deci seria de puteri are multimea de

convergenta (-e,e).

Exercitiul 5.6.8. Sa se determine raza de convergenta si suma seriilor:
0 X2n—1

a) ,

= 2n-1

[x] <1
B X4I‘l—1

b :

) ,,Z::‘ 4n -1

4n-3

2 X
c . x] <A1
);4,7_3 |1

Rezolvare:

x| <1

1 R:Iim| | _jim 20+

a, = , 1. Seria este uniform
2n -1 n>=a, .| =201

a)

convergenta pe intervalul [0,x] < (-11).

Se considera seria geometrica th”‘z t €[0,x] care, de asemenea, este

n=1

uniform convergenta si se poate integra termen cu termen.

o x2 & ex x dt 1, 1-x
= t2"2dt = =—In

;2n—1 ;IO J.01—1‘2 2 1+x

b) @, =—— R=lim|-2|= im*1*+3 _.
n— =8, ., n—wo 40 —1




Seria Zt“”’z este uniform convergenta pe intervalul [0,x] < (-11) si se

n=1

poate integra termen cu termen si astfel se obtine:

°° x4 t’dt 1 1 1 1. 1-x 1
= t*"2d =—| | ————— |[dt =—In————arctgx
,14n 1 ZI I01—t4 210(142 1+t2j 4 1+x 2 g

] R lim| 2| im0+ g
4n-3 n%‘a n-»4n—3

c)

Q

Seria ) t*"* este uniform convergenta pe intervalul [0,x]<(-11) si se

n=1

integreaza termen cu termen.
oo 4n 3

1 1 1 1, 1-x 1
= t*"dt =—| | — - — |dt =—In—=+ —arctgx.
n14n 3 ZJ 2-|.0(1+t2 1—t2j 4" ax 299

Exercitiul 5.6.9. Sa se determine multimea de convergenta si suma
urmatoarelor serii de puteri:

a) inz X"
n=1

0 X4n
) z (4n)!

n=0

c) Y.(n+N(n+2)(n+1)-x"
n=0
Rezolvare:
a) Se observa ca M, =(-11). Se considera seria geometrica ZX" care

n=1

este uniform convergenta pe (-1,1) si se poate deriva termen cu termen.

ZX" = % se deriveaza egalitatea si se obtine:

n=1 X

Zn X" = R 1 7 Se inmulteste aceasta egalitate cu x si se obtine:
n=1 - X

Zn x" = R X 7 Se deriveaza termen cu termen si se obtine:

n=1 - X

N o 1+ x R . . . :
Zn X" = A-x) Se inmulteste aceasta egalitate cu x gi se obtine:
n=1 -

an X" = X(1+X3)

(1- x)

b)M, =R. Se stie ca:



x x> x> x* x> x® x" Xx®
e =1+ +—+ 2+ 4+ 42 2y
172 3 4 5 6 7 8
x x2 x2 x* x®* x®* x' X8

x_q_242 2 2 2 2 2 2

1 2 3 4 5 6 7 8

2 4 6 8

x> x* x® x
cosX=1-—+——-——+—+..
2 4 o6 8
Se observa ca: l(e +e 7 +2c0sx)=) X
4 n:0(4n)'
c) M, = (-11).

00

Se stie ca seria geometrica Z
n=0

"3 este uniform convergenta pe (-1,1).

3

2x”*3 ~ . Se deriveaza termen cu termen gi se obtine:

i n+3)-x"? —%. Se deriveaza aceasta egalitate termen cu
termen ; se obtine:

i(n+2 (n+3)-x™" = 2XS(;?:)?XXZ . Se deriveaza termen cu termen si
se obtjné:

® ) 6

;(n+1)(n+2)(n+3)-x = A—x)

f(x) =

Exercitiul 5.6.10. Sa se descompuna in functii simple functia
x* +2x° +3x* +4x+5

(x=1)°
Rezolvare:
Fie P(x)=x*+2x°+3x*>+4x+5. Folosind formula Iui Taylor pentru

polinoame se obtine:

(x=1)°*
41

(x=1)*
P(x) = P(1)+1—P(1) ;

P”(1) (X;1)3 PIII(1)+ . PIV (1)

P(1)=15; P'(x)=4x®+6x*+6x+4; P'(1)=20

P"(x)=12x* +12x +6; P"(1)=30; P"(x)=24x+12, P"(1)=36

P" (x)=24; P (1) =24

Tinénd cont de acestea se obtine:

p(x) =15+ XD 50, X= V" 30, =1 36,
! 2! 3!

P(x)=15+20(x —1)+15(x —1)* +6(x = 1)* +(x = 1)*

(1)

Tindnd cont de egalitatea (1) se obtine:

.24

(x=1)°
!



x*+2x° +3x* +4x+5 1 6 15 20 15
+ + +
(x-1)° T (x—1)? (x—1)3 (x=1)* (x=1° (x=-1)°
Observatie:
Aceasta modalitate de descompunere in fractii simple (in cazuri de acest

tip) este mult mai comoda din punct de vedere al calcului, decat metoda clasica
de descompunere.

Exercitiul 5.6.11. Sa se dezvolte in serie de puteri functiile:

a) f(x)=In 11+—X Ix| <1
b) 1) =2 xe(-0-3)U(-3-2)u(~20)
X +5x+6

c) fx)=In(x+v1+x?); xeR
d) f(x)=cos*x; xeR

e) f(x)=sin® x+cos®x; xeR
Rezolvare:

a) £(x)= L

=(1-x*)" x| < 1.
Daca se inlocuieste — x* =t se obtine

(1=x2)" = (A+1)" Z( )7 =3 X2
n=0
Deci F/(x)= 3 x*" x| <1. (1)
n=0

Se stie ca pentru |x| <1 seria ZXZ” este uniform convergenta, deci se
n=0
poate integra termen cu termen pe [0, x] < (-11).

Deci integrand egalitatea (1) se obtine:

1+ X x2”+1
In,|—— = x*dx = . Ix <1
1-x Zj‘ -~ 02n+1 X

2n+1

Asadar: In ZZX 1
n+

3%x 9 6

X2 +5x+6 X+3 x+2°

, 9 6
Deci f(x)=1f,(x)+f,(x) unde f1(x):x—+3, fz(x):—x+2_

x\" x)
f1(x):3-(1+§j ,fz(x):—3-(1+EJ :

Functia f,(x) se poate dezvolta in serie de puteri pentru |x| <3, iar f,(x)
se poate dezvolta in serie de puteri pentru |x| <2. Tindnd cont de acestea,

b) Se observa ca




rezulta ca functia f(x)=7f(x)+7,(x) este dezvoltabila in serie de puteri pentru
x| <2.

0 0 n

fi(x)=3>(-1)" —§| f(x)__gz(_1)n.x_

n=0 n=0

3x 1
DeC|—_3 NN ———1-x",  |x]<2

x2+5x+6 ;( ( 3" j o
o) fx)=—2 X oty
X“+2X+2 1+(x+1)
Se observa ca functia f,(x) = ;2 este dezvoltabila Tn jurul punctului
1+(n+1)
X, =—1 pe orice interval [-1,x] < (-2,0) Si se obtine

f(x)=[1+(x+1?%1" = i(—1)” (x+1)*" pentru x €(-20).

Asadar se obtine: f'(x) = z ) (14 x)2

Integrénd aceasta egalltate pe intervalul [-1,x]c(-2,0) se obtine

0 1)2n+1
n——— et XD (220).
x? +2n+1 Z::; n+1 ( )
d) Deoarece cos* x =%+ COS2X +%cos 4x se stie ca:
2n
COSX = 1)" xeR.
S G ¢
De aici rezulta ca:
0 n 2n n 2n
cos2x =Y (-1)" Ax Si cos4x = Z( 1)" 6% X7
h0 (2n)t - (2n)l!

Tinadnd cont de acestea se obtine:

3 < 4™ 116"
cos'x ="+ (1) ——r - x*
4 Z;( Ve

xeR.

e n . 2
e) Deoarece cos® x +sin® x = 0,3 cosax si cosdx =Y (1) 6% X7
8 8 T 2n)!

atunci cos® x +sin® x :g+22(-1)“ .

Exercitiul 5.6.12. Sa se calculeze:

X2

cosx—e 2
)(4

a) lim

x—0

b) Iim{x —x%. In(1 + lﬂ
X% X



Rezolvare:
Daca R, (x) este restul de ordinul n din formula lui Taylor a functiei f(x)

dezvoltata Tn jurul punctului x = a are loc relatia Ilm(R (X)) =0
X—a X a
(1)
x> x*
a)cosx=1-"—+"—+R}(x
) 5 g PRI
(2)
_ﬁ X2 X4
2 1-Z 4+ =+ RI(x
5 tg tRix)
3) 2
. . . cosx—-e 2 1 Ri(x) Ri(x) .
Din (2) si (3) se obtine: ———— ———+ 427 Atunci
) st @) ’ x* 24 8 x* x*
tinadnd cont de (1) se obtine:
__cosx—e 2 1
||n1-——————jr————— - -
x—0 X 12

b) Daca se face substitutia x :% se obtine:

Iim{x ~x? In(1 +1ﬂ - Iim(l—iz In(1+ t)j im0+ 1)
X0 X t-o\ t t t—0 t

2

In(1+t):t—%+R2(t)

Atunci IimL(;H) = 1+ lim Ry (t) - l
t—0 t 2 t—>0 t2 2

io- = . L
Exercitiul 5.6.13. Sa se calculeze cu patru zecimale exacte Le “dx.

Rezolvare:

2
© 2n

Seria Mac-Laurin a functiei f(x)=e 2 este e 2 Z
n=0

Se integreaza aceasta egalitate pe intervalul [0,x]c R si se ob’;ine:
2n+1

X2 _ > A\ X
Joe dx_;( K nl(2n+1)

Aici se considera x =1 §i se obtine:

Jefx dx = Z( 1)" n'(2n+1)

1 1 1 1 1 1 1
———— — + — +
3 10 42 216 1320 9360 75600




Daca se aduna acesti termeni eroarea facuta este mai mica decéat
1 15

75600 105
Calculénd suma acestor fractii prin lipsa si prin adaos la zecimala a cincea

se obtine: 0,74681< [ e dx <0,74685.

Deci j;e dx <0.7468... .



CAPITOLUL VI
FUNCTII REALE Sl FUNCTII VECTORIALE

1. Limita. Definitii. Proprietati generale
Dupa cum se stie tipurile de functii se clasifica dupa natura domeniului,
respectiv codomeniului. In acest sens existd urmatoarele tipuri de functii:

Definitia 6.1.1.
a) Functiile f: X c R —> Y < R se numesc functii reale de variabila reala si

au forma generala y =f(x).

b) Functile F: X cR - Y < R"se numesc functii vectoriale din variabila
reald si au urmatoarea forma: F(x)=(f,(x).f,(x).....f,(x)) unde f(x), oricare

ar fi i =1m se numesc protectiile functiei vectoriale F(x) si aceste protectii sunt
functii reale de variabila reala.

c) Functile f:XcR”" ->Y cR se numesc functii reale de variabila
vectoriald si au forma generald y =f(X)=f(X,X,,....X,,). Aceste functi mai
poartd denumirea de functii de mai multe variabile.

d) Functiile F: X cR™ - Y < R” se numesc functii vectoriale de variabila

vectoriala si au forma F(X)=(f(X).f,(X)....f,(X)) unde X =(x,X,....X,) iar

functiile f,(x), oricare ar fi i = 1,p sunt functii reale de variabild vectoriala.

Acestea sunt tipuri de functii ce vor fi studiate in cele ce urmeaza din
punct de vedere al limitei si continuitatii.

Cel mai general cadru in care poate fi definitd notiunea de limita este
atunci cand domeniul si codomeniul sunt inzestrate cu structura de spatiu
topologic.

Cum spatiul metric si spatiul vectorial normat sunt spatii topologice
notiunea de limita are sens si atunci cand domeniul i codomeniul sunt inzestrate
cu aceste structuri.

Limita unei functii in punctul de acumulare x, a lui X se defineste dupa

cum urmeaza:

Definitia 6.1.2. (Limita Tn spatiu topologic)

Fie f: X - Y, unde (X,7,) si (Y,7,) sunt doud spatii topologice oarecare.
Se spune ca functia f(x) are limita ¢ in punctul x, si se scrie lim f(x)=/( daca

X=Xy



pentru orice W vecinatate a lui ¢, exista o vecinatate V a punctului x,, astfel
incat pentru orice x # X, |x eV N X, rezultd f(x)=W .

Observatia 6.1.1. Ca notiunea de limita definita de Definitia 6.1.2 sa aiba
sens (limita s& fie unica) trebuie ca spatiile topologice (X,z,) si (Y.7,) sa fie
spatii topologice separate.

c) Intre domeniul de definitie X al tuturor functiilor din sir si multimea de
convergenta exista relatia M, c X.
d) Punctul x, e X daca nu este un punct de convergenta al girului de

functii se numeste punct de divergenta al altui sir si multimea tuturor punctelor de
divergenta ale sirului de functii se noteaza cu M, si are relatia M, = X\ M.

Definitia 6.1.3. (Limita in spatii metrice)
Fie f: X > Y iar (X,d) si (Y,p) spatii metrice. Functia f(x) are limita

¢eY 1in punctul x, si se scrie f(x)— ¢ sau limf(x)=¢ daca pentru orice

X=X,

>0, existd §(¢)>0 astfel incat pentru orice x¢x0‘d(x,xo)<5(g) rezulta
p(f(x),€)<e.

Observatia 6.1.2.

a) Se stie ca spatiul metric este un spatiu topologic separat, de aceea
limita definita de Definitia 6.1.3 este unica, deci notiunea este bine definita.

b) Daca se particularizeaza metricile d si p se obtin diverse forme

echivalente ale acestei definitii.

Exemplu:
1. XcR, YcR d,p metrica euclidiana a lui R, adica modulul, atunci

Definitia 6.1.3 capata forma cunoscuta, adica:
lim f(x)=¢ daca oricare ar fi ¢>0, existd §(¢)>0, astfel incat pentru

X—Xg

orice x € X |x - x,| < 5(&)rezulta |f (x)-{|<e.

2. Definitia 6.1.3 daca X < R"™ si Y < R” pentru cazurile:

a)p=>2, m=1;

by m>2, p=1,;

are urmatoarele forme:

a) Functia este de forma F: XcR->YcRP,

F(x)= (f1 (x),fz(x),...,fp(x)) si in acest caz definitia este:



limF(x)=L, L=(l,(,..0,) dacd (¥)e>0, (3)5(¢)>0 af

X—Xq

(f.(x)-t,) <e.

b) Functia este de forma f: X c R” —» Y < R si in acest caz definitia este:
lim f(X)="¢, daca (V)e>0, (3)5(¢)>0 a.l.

X—Xq

M

(V)x# X, € X| [x=x,| < 5(¢) rezulta \/

k=1

(V)% %% € X| [3(% — X0 )* <5(2) rezulta |f(¥)- 1| <z.

k=1

Definitia 6.1.4. (Limita in spatiu vectorial normat)
Fie f: X — Yo functie si (X||||1) (Y||||2) spatii vectoriale normate. Se

spune ca functia f are limita /eY fin punctul x, si se scrie f(x)— ¢ sau
lim f(x)=¢ daca oricare ar fi £>0, existd §(¢)>0 astfel incat pentru orice

X=X,

X # X, H|x—x0||1 <8 (z) rezulta |f(x)- (|, <&

Observatia 6.1.3.
a) Deoarece spatiile vectoriale normate sunt spatii topologice separate,

limita definitd de Definitia 6.1.4 este unica. Particularizand normele ||, si ||,se
obtin definitii echivalente cu Definitia 6.1.4.

b) Definitile 6.1.2, 6.1.3, 6.1.4 sunt definitii echivalente, adica
considerand-o pe una ca definitie, celelalte doua devin propozitii care pot fi
demonstrate.

in cele ce urmeazd se vor considera functiile vectoriale de variabild
vectoriald, adica functii de forma

F:XcR">YcR", F(X)=(f(X).5,(X)....[,, (X))
unde f: X cR" > R; X =(X;, X0, X, ) -

Daca n=1 si m>2, atunci se obtin functii vectoriale de variabila reala,
care au forma F(x) = (f,(x).f,(x),...f,(x)), xeR.

Daca simultan n =1 si m =1 se obtin functii reale de variabila reala.

Deoarece multimea numerelor reale este o multime ordonata se poate
stabili daca x converge catre punctul de acumulare Xx,, crescator sau

descrescator si astfel se poate defini limita la stdnga, respectiv limita la dreapta
in punctul x, pentru functia f: X cR —> Y cR.

Observatia 6.1.4.
a) Definitiile limitei unei functii intr-un punct au fost date considerand limita
¢, cat ti punctul x, finite. Cea mai utilizata dintre cele trei definitii ale limitei

functiei intr-un punct este Definitia 6.1.3.



b) Pentru functiile vectoriale de variabila vectoriala, daca se considera
metrica euclidiana a lui R", respectiv R", Definitia 6.1.3 are urmatoarea forma:
lim F(X)=L (L =(t0p.s0,))

daca pentru orice ¢>0, exista 5(g)>0, astfel incat pentru orice xe X cu
proprietatea ca:

Zn:(x,—xol.) <&(¢) rezultd \/i(fj()_()—ﬂj)z <&

i=1 j=1

c) Definitiile 6.1.2, 6.1.3, 6.1.4 pot fi transpuse pentru functiile reale de
variabila reala si in cazul in care ¢/ = sau x, =oo; ¢ finit, x, =o0; X, finit, / =oo.

Propozitia 6.1.1.
Fie f:XcR—->YcR si x,e X' un punct de acumulare al domeniului de

definitie:

a) Daca exista ¢, ¢, in punctul x, pentru functia f si ¢/, =/¢, =/ atunci
functia f are limita in punctul x, si aceasta limita are valoarea /.

b) Daca functia f are limita ¢ in punctul x, atunci exista ¢, si 7, Si
(o=l,=1.

Daca se considerd f: X cR* > Y c R si X, =(X,, Xy, ) € X', atunci, spre
deosebire de cazul cdnd X c R exista o infinitate de posibilitati ca punctul
X =(x,,x,) sa& conveargd catre punctul X, =(X,,X,,). Aceste posibilitati sunt
date de toate drumurile plane ce trec prin punctul X, = (X, X, )

Propozitia 6.1.2.

Functia f: X cR* > Y <R are limita in punctul X, =(xy,,X,,) € X" daca
si numai daca pe orice drum ce trece prin acest punct, functia f are limita si
aceste limite sunt egale.

Folosind Propozitia 6.1.2 se poate arata ca o functie nu are limita intr-un
punct ca in exemplul urmator.

Exemplu:
Fie f =f(x,y) si (X,,Y,) punctul in care se pune problema limitei.

¥y =9g(x), y =h(x) curbe ce trec prin punctul (X, ).

Daca:

lim f(x,y)=limf(x,g(x))=",
vy °

y=9(x)



lim f(x,y)=limf(x,h(x))="¢,

X—>Xo X—>Xg
Y=Yo
y=h(x)

Si
0, #4,

Atunci functia f =f(x,y) nu are limita in punctul (x,,y, ).

Propozitia 6.1.3. (limita functiilor vectoriale de variabila vectoriala)
Fie F(X)=(f(X).£(X),..f,(X)), X=(X,X,...X,) o functie vectoriala de
variabila vectoriala.

Functia F(X) are limita L =(/,(,,...,0,,) Tn punctul X, =(Xop, Xgp»-- X, )

dacé si numai dacé lim f,(X)=¢,, oricare ar fi j=1m.

Demonstratie:
Intr-adevar, tinand cont de Definitia 6.1.4, punctul b) rezultd lim F(X)=L
daca:
(V)e>0,(3)5(¢) >0 al. (V))_(EX‘ S (% - g, ) \/i( 1)) < g}
i=1 =1

Rezulta ‘fj(i)—ﬁjk =¢', oricare ar fi j=1m.

£
Jm

Dar, tinand cont de limita unei functii reale de variabila vectoriala, rezulta
lim f,(x)=¢;, j=1m.

X—=>Xp

Reciproca se demonstreaza in mod analog.

Observatia 6.1.5.

a) Functia F()_() are limita L in punctul X, daca si numai daca fiecare
proiectie are limita in acel punct.

b) Tinand cont de Propozitia 6.1.3, daca functia F()?) are limita tn punctul

Xy = (Xo1s Xgzs-- Xgn ) -
Atunci are loc egalitatea

lim F (%) = (nmf( ). Jim £, (%)....im £ ()?)).

c) Daca functile F(x) si G(X), X
Xy = (Xo1s Xg20--2 X, ) » atunci functiile F(Xx)+G(X); A-F(X), A€R au limitd in X,
si au loc egalitatile:

lim (F(X)+G(X))=lim F(X)% lim G(X); lim A-F(X) =4 lim F(X).

X—Xq X—>Xq X=Xy X—Xq X—>Xq

Pentru inmultire si impartire nu exista definitii deoarece aceste operatii nu
sunt definite in spatii vectoriale.



Un rol deosebit din punct de vedere practic il are limita unei functii definita
cu ajutorul sirurilor. Aceasta problema este rezolvata de urmatoarea propozitie:

Propozitia 6.1.4. Fie f:XcR’ >Y cR". Conditia necesara si
suficienta ca functia F(X) s& aiba limita L in punctul X, € X' este: oricare ar fi

(X,),00 %0 # X3 X, € X i X, > X, sé rezulte ca sirul (F(X,)) = —L (unic).

Demonstratie:
In definitia data de Observatia 6.1.4, punctul b), daca se inlocuiegte

X :(x1,x2,...,xp) cu X, :(xm,xnz,...,xnp)

Si
F (%) = (,(R)fo (X)renfy (X)) € F(%,) = (1%, (R, ) Fa (X))

se obtine Propozitia 6.1.4.

Observatia 6.1.6.
Aceasta propozitie se enunta mai general pentru functii f: X ->Y, X,Y
organizate ca spatii topologice.

Algoritm pentru calculul limitelor pentru functiile reale de variabila
vectoriala

Fara a afecta generalitatea problemei, se vor considera functiile reale de

doua variabile.
Pentru a studia existenta limitei lim f(x,y) si eventual a o determina sa
Y%
procedeze astfel:

1° Se considera fascicolul de drepte care trec prin punctul (xo,yo). Acest
fascicul are urmatoarea ecuatie y =y, +m(x—x,), meR.

2° Se calculeaza  lim  f(x,y)=limf(x,y,+m(x—-x,))=¢(m).
(y:yOy’f;J(/i—Xo))

3% a) Daca ézé(m), adica limita depinde de parametrul m, functia nu
are limita in punctul (x,,y, ), conform cu Propozitia 6.1.2.

b) Daca /= ct. (nu depinde de m) functia poate sa aiba sau sa nu
aiba limita in punctul (x,,y,) conform Propozitia 6.1.2.
Tn cazul 3° b) studiul se continua astfel:
4° Daca functia nu are limita, exista cel putin un drum de ecuatie y = g(x)

care trece prin punctul (xo,yo) si are loc relatia:
lim f(x,g(x)) =/

X—Xq



5% Daca functia are limita, ea nu poate fi decat constanta ¢ si se
demonstreaza acest lucru folosind Definitia 6.1.3 particularizata la functiile reale
de doua variabile (p=2, n=1) sau criterii ale majorarii.

Pentru calculul limitelor functiilor de mai multe variabile se poate folosi
acest algoritm combinat cu tabelul limitelor fundamentale pentru functii de mai
multe variabile.

Acest tabel este urmatorul:

ot
19 4 SN 4 o i f(x,y)=0

i o)) o
tg™ [ f
20 |imM:1,dacé lim £(x,y) =0
o ()] e
i TF(x.
30 fim 20 [ (me)]=1,dacé lim f(x,y)=0
o [Foy)] 5
tg™ [ f(x,
20 jim %7 [ (me)]:1,dacé lim f(x,y)=0
S [Fey)] o
1
5° lim [1+f(x,y)]) =e, daca lim f(x,y)=0
ot o,
In(1+af (x,
& tim "D s tim f(xy)=0
e Thw) o
f(x,y)_
7% im 2 "_Ina, daca lim f(x.y)=0
2 fy) o

Tabelul se poate generaliza la functii de trei sau mai multe variabile.
Definitia 6.1.4. Iim[lim f(x,y)} sau lim [Iim f(x,y)} se numesc limite

X=X | yoYo Y=Yo | XX
iterate. Intre limita functiei f(x,y) in punctul (x,,y,) si limitele iterate in acest
punct exista urmatoarea legatura:

Propozitia 6.1.4. Daca existd limita functiei intr-un punct si una din
limitele iterate in acest punct atunci acestea sunt egale.

2. Continuitatea

Notiunea de continuitate a derivat din aspectul fizic sau geometric a
numeroase procese practice. Astfel drumul parcurs de un proiectil in spatiu este
o linie continua. Din punct de vedere matematic notiunea de continuitate a unei



functii are sens (poate fi pusa) numai daca domeniul si codomeniul functiei sunt
organizate ca: spatii topologice, spatii metrice sau spatii vectoriale normate.
In aceste cazuri notiunea de continuitate este definita dupa cum urmeaza.

Definitia 6.2.1. (continuitatea in spatii topologice) Fie (X,z,) si (Y,7,)
spatii topologice si f: X —>Y o functie oarecare. Functia f este continua in
punctul x, e X dacad oricare ar fi W vecindtate a lui f(x,)eY, existd V
vecinatate a lui x, astfel incat f(V)c W .

Punctul x, € X care satisface aceste proprietati este punct de continuitate
al functiei f(x).

Definitia 6.2.2. (continuitatea in spatii metrice) Fie (X,d) si (Y,p)
spatii metrice si f: X > Y o functie oarecare. Functia f este continua in punctul
X, € X daca oricare ar fi £>0, existd &5(¢)>0 astfel incat pentru orice

XEX‘ d(x,%,)<(¢) rezulta ,o(f(x),f(xo))<g.

Definitia 6.2.3. (continuitatea in spatii vectoriale normate) Fie (X||||1)
si (Y||||2) spatii vectoriale normate si f: X - Y o functie oarecare. Functia f
este continua in punctul x, € X daca oricare ar fi £>0, exista 5(5) >0 astfel

incat pentru orice x e X‘ X = x|, < 5(¢) rezulta Hf(x)_f(xo )Hz <&

Observatia 6.2.1.

a) Spre deosebire de notiunea de limita care are sens numai in punctele
de acumulare ale domeniului de definitie, notiunea de continuitate are sens, dupa
cum se observa din cele trei definitii, numai in punctele domeniului de definitie.

b) Notiunea de continuitate este o particularizare a notiunii de limita.

Particularizarea consta in faptul ca limita ¢ este inlocuitd cu f(x,), iar x, € X .

c) Cea mai des utilizata definitie a continuitatii este Definitia 6.2.2, aceasta
definitie pentru functiile vectoriale capata urmatoarea forma:

Functia F:XcR" >YcR", F(X)=(f(X).L(X)...f,(X)) unde
X =(X;,X,,..., X, ) este continud in punctul X, =Xy, Xgp.---» X,, ) € X daca oricare ar

fi ¢>0,existd §(¢)>0 astfel incat pentru orice

\/IZ:,(X,-——&N)Zd(g) rezulta \/2(0(7)—6(?0))2 <.

xeX




Propozitia 6.2.1. Fie F: X cR" - Y < R" o functie vectoriala de variabila
vectoriald. Conditia necesara si suficienta ca functia F(x) sa fie continua in

punctul x, € X este ca orice proiectie a sa sa fie continua in acest punct.

Demonstratie:
Se consideré F(X)=(f(X).5,(X),.... T, (X)) continua in
Xo = (Xo1s Xgz0--+ Xo ) Si S€ demonstreaza ca f,(x), j=1m sunt continue in X, .

Intr-adevar, tindnd cont de observatia 6.2.1 punctul b), rezulta F( )
continua in x, daca

(V)e>0,(3)8(¢) >0 al (V)% e x‘ é(x, —xy )P <6() = \/i(@(y)_@(yo))z <e

rezulta

‘fj (X) oricare arfi j=1m.

— &
~f.(X, )‘ < T
Dar tinadnd cont de continuitatea functiilor reale de variabila vectoriala,
rezultd f,(X) continud in X, € X, oricare ar fi j=1m.
Reciproca se demonstreaza in mod analog.
Tindnd cont de definitia limitei si definitia continuitatii sunt evidente
urmatoarele propozitii care au o mare utilitate practica in studiul continuitatii.

Propozitia 6.2.2. Fie f: X - Y o functie oarecare. Functia f continua in
punctul x, € X daca si numai daca lim f(x)="f(x,).

Propozitia 6.2.3. Fie f: X — Y o functie oarecare. Functia f continua in
punctul x, € X dacé si numai daca pentru orice sir (x,) |x,eX., X, #X,,
X, = X, rezulta (f(x,))  este sir convergent si are limita (X, ).

Pentru functiile de mai multe variabile exista doua tipuri de continuitati,
continuitate partiala si continuitate globala. Legatura dintre aceste tipuri de
continuitate este data in urmatoarele doua propozitii.

Propozitia 6.2.4. Fie F: XcR" ->Y cR o functie reald de variabila
vectoriald. Daca functia f este continud in x, € X, atunci f este continua in
raport cu fiecare variabila x;, i=1n in parte (continua partial).

Demonstratie:

Fie f continud tn X, =(Xg,Xgy---sX,). TinNdnd cont de continuitatea
functiilor reale de variabila vectoriala rezultd ca pentru orice ¢ >0, exista



5(¢)>0 astfel incat oricare ar fi )‘(eX‘ /n (X, =X, )" <S(g) rezulta
i=1
‘f()_()—f()_(o )‘ < ¢ . Relatia anterioara /i(x, ~x,, )" <&(¢) este satisfacuta si de
i1

X" =(X;, Xgp:--, Xy, ). Dar aceastd relatie pentrux'capétda urmatoarea forma:
oricare ar fi  xepr, X  verificd relatia  [x,—x,|<5(s) i

‘f(x1,x02,x03...,x0n)—f(x01,x02,...,x0n)

Deci rezulta ca functia f()_() este continua in punctul x, in raport cu variabila x; .

<¢&.

in mod analog se demonstreaza continuitatea cu x,,X,,..., X, .

Propozitia 6.2.5. Daca functia F: X cR" ->Y cR este continua fin
punctul x, € X in raport cu fiecare dintre variabilele x., i=1n in parte nu se
poate afirma nimic despre continuitatea globala a functiei in punctul x, (in raport
cu ansamblul variabilelor).

Demonstratie:
Se considera un contra exemplu, adica se alege o functie care este

continua partial in raport cu variabilele sale, dar care nu este continua global. Fie
4

X"y

fiR? >R, f(xy)=1x+y°
0 ;x-y=0

este continua, atat in raport cu x, cat si in raport cu y nu este continua global in

acest punct.

, x-y#0 . .
Xz si se arata ca desi in punctul O(0,0)

Intr-adevar:
imf(xy)=tim=—Y_—0 si £(0.y)=0
x—0 ’ x—0 )(6 + y3 ’

rezultd f(x,y) este continua in raport cu x in punctele (0,y),y € R deci si in
(0,0).

imf (x,y) = lim=CY_ 0 si 7(0,y) =0
y—0 ’ y—0 X6_|_y3 ’

rezultd f(x,y) este continua in raport cu y in punctele (x,0) oricare ar fi x e R
deci siin (0,0).

Dar Ilimf(x,y)=Iim =lim——=
x—0 ( y) x—0 X6 + X3 2
y—0

(x=y)

(1)



im £ (x,y) = lim——s =
x—0 Y _x»0X6+X6_2
y—0
)

(2)

Din (1) si (2) rezultd c& functia f(x,y) nu are limitd in punctul (0,0), deci
ea nu este continua in acest punct in raport cu ansamblul variabilelor.

Observatia 6.2.2.

a) Tinand cont de Propozitiile 6.2.4 si 6.2.5 rezulta ca pentru functiile reale
de variabila vectoriala (functiile de mai multe variabile) exista continuitate globala
si continuitate partiala si ca orice functie continua globala este continua si partial,
dar reciproc nu.

b) Punctul X, care nu este punct de continuitate pentru functia f se va
numi punct de discontinuitate al acestei functii.

c) Pentru functile reale de variabilda reald exista trei tipuri de
discontinuitati:

- discontinuitate de speta intai;

- discontinuitate de speta a doua;

- discontinuitate de speta a treia;

Acestea se definesc astfel:

Definitia 6.2.4.
a) Punctul x, e X cR este punct de discontinuitate de speta intai pentru

functia f: X cR - Y < R daca existd ¢, ¢, finite i diferite sau ¢, = ¢, =f(x,).
b) Punctul x, € X cR este punct de discontinuitate de speta a doua
pentru functia f: X c R —> Y c R daca ¢, sau ¢, au valori infinite.
c) Punctul x, e XcR este punct de discontinuitate de speta a treia
pentru functia f: X c R —> Y c R daca ¢, sau /, nu exista.

Definitia 6.2.5. (prelungirea prin continuitate)
Fie f: X cR—>R si x, punct de acumulare ce nu apartine lui X cR.

Daca y, = lim f(x) atunci functia

~ f(x); xeX
f(x) :{ (x)
Yo X=X,
se numeste prelungirea prin continuitate in punctul x, a functiei f(x).

Pentru functiile reale de variabila reald, pe langa notiunea de continuitate
mai apare si notiunea de continuitate uniforma care se defineste dupa cum
urmeaza:

Definitia 6.2.5. (continuitatea uniforma)



Fie f: X cR—>R. Se spune ca functia f(x) este uniform continud pe
multimea X daca: pentru orice ¢>0, existd &(¢)>0 astfel incat

‘f(x")—f(x')‘ < ¢, pentru orice x',x"e X‘ x"-x'|<5(e).

Observatia 6.2.3.
Daca continuitatea este o notiune punctuala, adica ea are sens intr-un
punct x, € X, continuitatea uniforma este o proprietate globala, adica ea are

sens sau se pune pe o intreaga multime X.

Fenomenele practice a caror modelare matematica conduce catre functii
uniform continue sunt fenomene pentru care se poate asigura un proces de
prognoza. De aceea, uniform continuitatea este foarte importanta.

in continuare se dau cateva proprietati ale functiilor continue si uniform
continue:

Propozitia 6.2.6.
Fie f:[a,b] > R.

a) daca f este o functie monotona, atunci aceasta poate avea numai
puncte de discontinuitate de speta |, si acestea formeaza o multime cel mult
numarabilg;

b) daca functia f este continua, atunci functia f este marginita gi igi
atinge marginile.

Propozitia 6.2.7.
Fie f:[a,b] > R. Dacé functia f este continud pe [a,b] atunci ea este
uniform continua pe [a,b].

Demonstratie:
Se presupune ca f nu este uniform continua pe [a,b]. Deci (El)g>0,

(V)5 (&) >0 astfel incat (3)&', 5"e[a,b]‘ |£'-&"| < 5(¢) astfel incat
F(&) ()<«
(1)

Dacé se considerd &(¢) =% si se dau lui n valorile 1,2,3,... se obtin doua

siruri (£')) , si (&",) ., cu proprietatea ca: ¢&',&", €[a,b] si |§'n—§"n|<l,

nx nx n
n=12.3,... Deci sirurile sunt marginite si conform lemei lui Cesaro exista
subsirurile convergente (é'np), (f"np) catre aceeasi limita ¢ deoarece
1

<—.
n

£, - 2",



Deoarece f este continud pe [ab], rezulta f(é'np)—ﬁ(é) Si

fen,)>7(¢) adica |f(e,)-7(¢",)

contradictie cu egalitatea (1). Deci presupunerea ca f(x) nu este uniform

<e&. Aceasta inegalitate intra 1in

continua pe [a,b] este falsa. Aceasta propozitie se numeste Teorema lui
Cantor.

Observatia 6.2.4.

Tindnd cont de definitia celor doua notiuni rezulta ca, continuitatea
uniforma implica continuitatea, dar reciproca nu este general valabila. Propozitia
6.2.7 pune in evidenta conditiile particulare in care si reciproca este adevarata.

Definitia 6.2.7. Fie f: X c R — R o functie reala de variabila reala, astfel
incat pentru orice x',x" e X, existda M >0 astfel incat ‘f(x")—f(x')‘ <M|x"-x/,
atunci functia f se numeste functie de tip Lipschitz sau o functie lipschitziana.

Propozitia 6.2.8. Orice functie lipschitziana este o functie uniform

continua.
Demonstratie:

Intr-adevar, in definitia uniform continuitatii, daca se alege 5(5):%,
pentru orice &¢>0 atunci din conditia Lipschitz se obtine ca
‘f(x")—f(x')‘<M%:g rezulta

{|x"—x'| <5(e)= £ (x7) () < g}

relatie care defineste uniform continuitatea.

Propozitia 6.2.9. Fie f :[a,b] > R dacé:

1° f continu3;

2° f(a)-f(b)<0

Atunci exista x, €[a,b] astfel incat f(x,)=0.

Propozitia 6.2.10. Daca f este o functie continuad pe intervalul compact
[a,b] atunci f are proprietatea lui Darboux.

Demonstratie:
Dup cum se stie, pentru a arata ca o functie are proprietatea lui Darboux
trebuie aratat ca atunci cand trece de la o valoare y, la o valoare y,, ia toate

valorile cuprinse intre y, si y, cel putin o data (y, <y,).



in conditiile Propozitiei 6.2.10, tinand cont de Propozitia 6.2.6 punctul b),
rezulta ca exista m, si M,. Deci in mod normal pentru a arata ca o functie are

proprietatea lui Darboux trebuie aratat c& exista x, [a,b] astfel incat f(x,)=«,
oricare ar fi a € (m;,M,).

intr-adevar se considera functia g(x)=f(x)—a. Cum functia f este o
functie continua pe [a,b], rezultd g este continua pe [a,b].

Fie £',&"e[a,b] astfel incat m, =f(&') si M, =f(&") puncte care exista
conform Propozitiei 6.2.6 punctul b).
g(&')=f(&")—a=m. —-a<0 , "
g((g";:fgg"))—a M,—a <0}jg(‘f ).9(e7)<0

Cum functia g este continua pe [a,b], conform Propozitiei 6.2.9 rezulta ca

Atunci {

exista x,e(&',&") astfel ncat g(x,)=0; g(x,)=f(x)-a=0  rezulta
f(x)=a.

Observatia 6.2.5.

a) Proprietatea lui Darboux nu este o proprietate caracteristica functiilor
continue, adica exista functii care nu sunt continue, dar au proprietatea lui
Darboux.

b) Daca C°[a,b] este multimea functiilor continue pe intervalul [a,b] si
D[a,b] este multimea functiilor care au proprietatea lui Darboux pe [a,b]. Atunci
are loc relatia:

C’[a,b] = D[a,b].

Definitia 6.2.6 poate fi generalizata si pentru functile F:E cR" > R"
astfel:

Definitia 6.2.8. Functia F(X) este uniform continud pe E daca: pentru
orice ¢ >0 existd 5(¢)>0 astfel incat oricare ar fi X', x" < E, cu ||)_<'—)_<"|| <5(e),

s3 avem HF()‘(')—F()_(")H <e.

Propozitia 6.2.11. Functia vectoriala de variabila vectoriala
F:E cR" > R" este uniform continua pe E daca si numai daca toate proiectiile
sale f:EcR" > R, i =1,m sunt uniform continue pe E.

Demonstratie:
Se folosesc inegalitatile evidente

) - (7)< JF () - F (=) < 334 (%)~ ()

2



Propozitia 6.2.12. Daca F(X) este uniform continud (in raport cu
ansamblul variabilelor) pe E atunci ea este uniform continua cu fiecare variabila
in parte x; pe pr,, E, i=1n.

Reciproca nu este in general valabila.

Demonstratie:

Modul de rationare este cel din Propozitia 6.2.4 tinand cont de Definitia
6.2.8.

Pentru a arata ca reciproca nu este in general valabila se foloseste un
contraexemplu.

Fie £ :[-11]x[-11] > R
Xy

f(xy)=3x*+y

0, daca x> +y* =0

daca x> +y* >0

2 ’

Fie (X,,¥,) € [-11]x[-11] arbitrar dar fixat atunci functiile partiale

f:[-11]->R, f(x,yo)=#y°y2 Si
0

XoY
f:l-11->R, f(x,,y)=—2—
[-11] (y)=Sa 2
sunt uniform continue.
Dar f(x,y) nu este continud in origine, deci nu este uniform continua pe

[-14]x[-1.1].

Propozitia 6.2.13. Fie F:E cR" - R".

a) Daca E este compacta si F este continua pe E atunci F este
marginita.

b) Daca E este compacta si F continua pe E atunci F este uniform
continua pe E.

c) Daca F continua si E compacta, atunci F(E) este compacta.

Demonstratie:

Pentru demonstratiile proprietatilor a), b), c) se rationeaza ca la functiile
reale de variabila reala (inlocuind modulul cu norma euclidiana pe R" respectiv
R™).

Observatia 6.2.6. Daca functia este reala de mai multe variabile atunci
proprietatea a) din Propozitia 6.2.13 are urmatoarea forma:

O functie reala de mai multe variabile continua pe multimea compacta
E c R" este marginita si isi atinge marginile.



Propozitia 6.2.14. Suma si produsul unui numar finit de functii uniform
continue este o functie uniform continua.

3. Exercitii rezolvate

Exercitiul 6.3.1. Sa se calculeze urmatoarele limite:
B sin x

Jeos x —¥/cos x (sin x)x-sinx

i
) I sin’ x Cox
: sin2x sinx — —

) lim| &= In(1+ x)—In(1-x)

x50 X arctg (1+ x) —arctg (1- x)

X" =(n+N)X"+1 x+ X2 +...4+X"—n
c) lim 3 ,

x—1 (X_1) X_1

| x*-a® a® -a*
d) lim , ,a>0
x>a| x—a = X-—a

Rezolvare:
Dacd F: X cR—Y cR? unde F(x)=(f(x).f,(x)) atunci

lim F(x):(

X—Xq

lim £, (x), lim fz(x))
(1)
a) Tinand cont de (1)

-3 sinx ) x- -3 sinx ) x-
i x/cosx. 2\/cosx’( Jee | |y x/cosx. 2\/cosx,"m( ) x-os x
x=0 SIin™ X X x>0 Sin™ X x=0 X

3
_ Jcosx —3cos x
Pentru a calcula lim J Y

se procedeaza astfel:

X0 sin® x
Jeosx —3cosx  %cos® x —Ycos? x  cos® x—cos? x 1)
sin® x sin® x sin® x-E(x)

unde E(x)= §/cos®™ x + §cos™ x + Ycos'™ x + §cos™ x + Ycos' x + Ycos™ x .
Este evident ca imE(x)=6
x—0
(2)

2 . 2 X
2 —_— . P
cos® X — cos? X _cos x—(cosx—1) 2Cc0Ss” x -sin >

Dar ——— ——
sin“ x-E sin“ x-E

4sin25-coszi-E(x)
2 2




cos? x
2 X =
2cos E-E(x)
(3)
Din (1) si (2) rezulta ca:

Jeosx —3cosx

cos? x

sin? x
Tinand cont de
_Jcos x —3/cos x . cos? x 1
X—>! X p—
sin- x 20052—-E(x)

sin x

2

1

. (sinx \x-sinx  (sinx \ x4 .
lim| —— =lim snx - =lim<| 1+
x—0 X x—0 X x—0

sin x

sin x

=lim

1
{1+(S|nx_1ﬂx_1 1
x—0 X e

sin x

Asadar Iirr(l)

Jcos x —3cos x (sin XJx—sinx

X

ca la punctul

ZCosng(x)

(2) rezulta ca:
sinx 4
| )
(S|nx_1ﬂx_1 sinx
X
_(_i 1}
12'e )
anterior si  se calculeaza:

In(1+ x)—In(1-x)

sin? x
b) Se procedeaza
esin2x __ aSinx
[im—— si lim
x—0 X

x>0 arctg (1+ x)—arctg (1- x)

esin2x _ es,inX B esinx . (esin2x—sinx —1) _ esinx esin2x—sinx sin2x —sinx _
X X sin2x —sinx X
B esinx esin2x—sinx _1 SinX (ZCOSX 1)
sin2x—sinx  x '
Tinand cont de aceasta se obtine:
) esin2x _ esinx . ) esin2x—sinx _1 sin X
lim— =lime** .= —. -(2cosx-1)=1-Ine-1-1=1
x—0 X x—=0 sin2x—-sinx x

1+ x 2x 2x
n(1+x)-In(1-x) M7 z'”[”m] 25 2%
arctg (1+ x)—arctg (1- x) arclg 2X2 2x arctg 2X2 —-X
- X 1-x 2-x

Tinand cont de acestea se obtine:



2X 2x
(14 x)=In(1=x) '”[”Hj o 2-X°
lim = . . =1.1.2=2
x0arctg (1+ x)—arctg(1-x) x>0 2X arctg 2Xx  1-x
1- 2-x*
sin2x sin x _ _
Asadar lim| &0 —e™ _In(txx)=in(1=x) __ ;)
X0 X arctg (1+ x)—arctg (1- x)
c)
n-x""—(n+1)-x" +1 n-x”(x—1)—(x”—1) nx" —x""—x"?—x"3 - —x-1
[ ] = = =
(x 1)’ (x—1)’ x-1

x”’1(x—1)+x”’z(x—1)(x+1)+x”"°'(x—1)(x2 +x+1)+...+(x—1)(x”’1 + X2 +...+x+1)

X_
= x"" +x”’2(x+1)+x”’3(x2 +x+1)+...+(x"’1

1
+ x"2 +...+x+1). Deci

Lyt n
lim X (n+21)x +1:Iim[x’”+x"‘2(x+1)...+(x””+x+1)}=1+2+3+...+n:n(n+1)
x—0 (X—1) x—0 2
X4 x2totx —n  (X=N)+(x=D)(x+)+.+(x=1)(x""+x" %+ 4+ x+1)
) x—1 - x -1 Bl
=1+(x+1)+...+(x”‘1+x”‘2+...+x+1).
Deci:
2 n
ljm XX X _n:Iim(1+(x+’|)+...+(x”‘1+x”‘2+...+x+’|)):1+2+...+n:n(n+1)
x—1 X -1 x—>1 2
Asadar

n-x""—(n+1)x" +1 (x+x2+...+x”—n)

n(n+1),n(n+1)

lim 5 -
X1 (X—1) X —1 2 2
d)X —a’ _x'-x" x"-a
X—a X—a X—a
(1)
x*-a° . X771 ot
° =x2. = ‘Inx
Xx—a Xx—a In(1+1)
(2)

unde t=x*"?%-1.

| }




x* —x?

Deci lim = |im(xa -Inx)-lim =

= a-l 3
x>a X—a x—a t—a ln(1+t) a -lna ( )

[ ] = = . a
X—a X—-a alnx—alna X—-a alnx—alna X —

X—a
X a alnx alna alnx-alna alnx-alna ln 1+
x'-a" e -e’" e —1 alnx—alna_aa e —1 a

a

inl 1 X—a
Xx _ Xa ealnx—alna _1 n + a
Deci lim——=a°-lim i =a’-1-1=a° (4)
x>a X —g x—aglnx—alna x—a X—a
a
Din (1), (3) si (4) se obtine:
x_aa
lim =a"-Ina+a” =a’(Ina+1)
X—A X—a
(9)
a® —-a° - a® @ -1 . a“? -1
[ ) —:a 'ﬁ.a .
X—a a‘—-a X—a
. a® —a* . a1 a1 .
Asadar Im————=a" -a”-lim— -lim =a® -a°-Ina (6)
x—a X —g x»a g¥—-g?% x-sa x—g

Tinand cont de (5) si (6) se obtine:

. [x*-a® a® —-a” .
lim , =(a5”-(lna+1),aa .aa-lnza).
x>a| x—a x-a

Exercitiul 6.3.2.
Sa se cerceteze daca functiile au limita in punctele specificate si in caz
afirmativ sa se calculeze:

a) f(x,y)= %y-arctgri ; (x,¥)=(0,0)

“xy
b) f(x,y) =Xf1y-ln(1+x2 +y2);(x,y) =(0,0)
o) F(y)= 2L (x)=(00)

(00)

d) f(x,y) :%-arctg%; (x,y)

&) f(x.y)- Xx'zy+;j‘1; (xy)=(0,0)
0 F(xy)=2 75 (xy)=(00)

3 3

0) (%)= ii : (x.y)=(0.0)




h) F(xy)=—"—7 (xy)=(00)

+y?
) f(xy)= ;<+§ (xy)=(00)

Rezolvare:
a) y = mx este un fascicul de drepte ce trece prin punctul (0,0).
(1-m)x
i (1+m)x:_mamtg1_mx2 ' (1-m)x
x>0 X T-mx® x>0 (1+m)x  (1-mx*)-mx*’
1-mx?

1+m

Aceastd limitd nu existd deoarece pentru functia g(x)=—"—F——,
(1-mx?)-mx

limg(x) si limg(x) sunt infinite si de semn contrar. Deci nu existd

x/'0 N0
X+

Ilng— arctg Y.

X9 Xy 1-xy

b) Se procedeaza analog ca la punctul a).

|:1+(1+m2)‘xzj|:"m |n|:1+(1+m2).x2].(1+m2).x2 _ 1+ m> |
=0 (14m?)- X mx? m

x-0 mx

Deoarece aceasta limita depinde de m, nu exista I|mi In(1+ X’ +y )

3 xy
yaO
c) Ca Si la punctele anterioare, se calculeaza
. m*x° . m°x
lim =i =0
xa0(1+m )X x->01+m
X3 y2
Daca lim - exista, ea nu poate fi decat 0. Dar este evident ca
Xty
3 2
|X4 v |X 2y |=—|x|—>0 Deci conform criteriului majorarii lim —— -=0.
‘x ‘ ‘2xy‘ ;HOX +y*
arctg1 o y(x+y)
d) Se observa ca f(x,y)= XV
X+y x(1 -xy)
1-xy
arctg X+y
Se observa ca lim——— XY _1 (1)
Xy

1-xy



Se cerceteaza daca exista IimM.
x50 x (1= xy)
y—0

mx(x+mx)  mx(1+m)

x50 x(1—mx2) x>0 1—mx?

(2)

Se considera curba y =+/x care trece prin (0,0) si

y(x+y) \/;(x+\/;) C Jx 41
e x(1-xy) xo0 X(1—x\/;) 01— x/x
Din (2) si (3) rezulta ca nu exista IimM (4)
x—0 X(1_Xy)
y—0
Din (1) si (4) rezulta ca nu exista Iimx-arctg—xﬂ/ _
x=>0 x 1_Xy

y—0
Xyt Xy 1
X2 +y? X2+y? 10 x?y? 41
(1)
Cum lim 1 ] 2)

04Xy +1 2
2 2

< e ins e X
Se cerceteaza daca exista lim—; y2.
x=0 ¥ +y
y—0
o x*-m*x* m*x* . m*x®
im————=lim———=Ilm——=0.
x-0 X° + m°X x—>0(1+mx )X x->01+m

e)

Daca exista aceasta limita nu poate fi decat 0.

2 2 2 2
X2 y2<x 4 :1|x-y|—>0.
x2+y? 2)x-y| 2
X2‘y2
Deci conform criteriului majorarii lim——— =0
oxX vy
(3)
2 2 4
Din (1), (2) si (3) se obtine lim YY" *1=1_¢
x—0 X y
y—0
) lim X i XM
=0 x2 + m?x? =01+ m?
|X y| |X2'y|_1|x|—>0



Deci lim——==0
Xty
x> +m’x® x(1+m3)
g) li 2 55 = lim >~ =0
x>0 X“+m°x® x>0 1+m
2 3 2 2 2 2 2 2
|x Ly |_|x+y|x Xy +y <|x+y| X2+ y? +|xy| 3y —3|x+y|—>0
‘x2+y2‘ x* +y? - x? +y? 2 XP+y? 2
: o X4yt
Deci conform criteriului majorarii lim——— =0.
x—0 x +y
y—0
2
. X -mx . mx m . s X
h) lim————=Ilim = . Deci nu exista lim—XY_
X0 y2 2,,2 0 v2 2\ 2 2 0 y2 2
X2 +m°x* x-0x (1+m )x 1+m oo X Y
2 2
) im X=X jim (1=m')x" _1-m
=0 x2 £ m?x? x>0 x2(1+m2)x2 1+m*
2 2
, e X —
Deci nu exista Ilngz—yz.
o9 +y
Exercitiul 6.3.3.
Sa se calculeze:
2 2
X+
a) lim——— y4 ;
Xty
: X+
b) |Im2—y2,
EXT =Xy +Y
Ly
. a xX+y
c) I|m(1+—J ,a>0
X—>© X
yow
1
d) lim(1+ xy )VxJy
x—0
y—0
Rezolvare:
x? +y? 1
a) Sa se calculeze daca exista lim———-. Se face substituirea u=— si
xom X° 4 Y X
y—o
1 . ) . X +y2 ) u?v? (U2 + VZ)
v =— si atunci se obtine lim ———=Iim yE—
y crxteytous Uty

Se foloseste fascicolul de dreapta v =mu.



2

_mt(1em?) mP(1+m?)-u
lim =lim 7
u—0 U4+(1+m4) u—0 1+ m
N S .
Daca exista lim ——=— nu poate fi decéat 0.
X—>0 X _l_ y

y—w
X*+y?r X+y? 111 o
I 4<222:§_2+_2T0
y Xy Xy

2

x> +y
Conform criteriului majorarii lim ———=0.
X—o ¥ 4 y
y—w
1

b) Se procedeaza ca la punctul a) si se obtine u=—; v=—.
X y

u-viu+v
lim——Y _ _lim— ( )2
EXTHYT-Xy uo0UuT —uv +V
Se foloseste fascicolul de drepte vV =mu Si
m(1+m)u® m(1+m)u
jm e memu

“H0(1+m2—m)u2 u=01+m? —m

e s X+ . , n
Daca exista lim % atunci aceasta nu poate fi decat 0.
xom x4 y© — Xy

Yoo
X+ X+ +1 +1 -
5 zy < y:—+—%>0.
XFaytoxy oyl
VR X+
Conform criteriului majorarii lim % =0.
xom X< 4 y< — Xy
y—w
axy
xy X x+y
. a |\ Xty . o |\«
c) I|m(1+—] = lim (1+—j
X—>0 X X—>0 X
y—oxo

y—ox

Se noteaza f(x):(1+gja Si g(x,y)za—xy, limf(x)=e;
X X+y xo

. P2 2.4
Se cerceteaza daca exista lim y )
X—00 X _l_ y

y—oo

1

1
Uu=—;Vv=—.
X y
. aX . o
lim Y =lim =00,
X~>00X+y >0y +v

v—>0

y—ow

X2~y

. o Xty -

Asadar lim|1+— =e” =w.
X—>00 X
y—o



, S J’+\/_
d) leirg(1+xy)&+ﬁ =leirg[(1+xy) }

y—0 y—0

x—0
y—0

Se noteaza f(x,y):(1+xy)$ Si g(x,y):\/,xy\/, Cum limf(x,y)=e.
X +

. . X .
Se cerceteaza daca Ilmﬁ exista.

x—0
y—0

| | Xy |——|xy|/ x>0 0

| i
| 2T

Conform cu criteriul majorarii lim——— XY __0
Fly

x—0
y—0

1

Deci Iing(1+xy)&+¢7 =e’ =1.
y—0

Exercitiul 6.3.4.
Sa se cerceteze continuitatea globala si continuitatea partiala a functiilor:

sin x

2 Flxy) = T 7 +y2; (x,y)=(0,0)
a  (xy)=(0,0)
sinxy

b) f(x,y)= x2+y2’x y=0
a ;X-y=0
x> +y?

&) f(xy)=1 sinxy (x,y) e R\OxUOy
a ;(x,y) e OxUOy

Rezolvare:
Se stie cd f(x,y) este continud fin punctul (x,y,) dacd

lim f(x y)=f(X0.¥). (X.Y,) este punct al domeniului de definitie.
.V%}’o

De asemenea, se stie ca daca o functie f(x,y) este continua intr-un

punct, ea este continua partial in acel punct dar reciproca nu este valabila.
a) Se considera fascicolul de drepte y=mx si se calculeaza

, sinx sinx 1 , e o sinx
lim =lim . Deci nu exista Im—.
S X2 +y: 0 x\1+ m? \/1+m SoeAXE+ P

functia nu este continua in (0,0) .

Asadar




sinx
R

Ilmf(x 0)=lim=——— sinx =1.

Se considera functia f(x,0) = SN
X—> X

Deci pentru « =1 functia f(x,y) este continua partial in raport cu x in
punctul (0,0).

Se considera functia f(0,y)=0. Functia f(x,y) este continua partial in
raport cu y in punctul (0,0) pentru a =0.

b) Se considera fascicolul de drepte y=mx si se calculeaza
im SN xy m .
x>0 x4 )2 1+m

y=mx

Deci nu exista Iirrgf(x,y). Atunci aceasta functie nu poate fi continua in
X—
y—0

(0,0), (V)aeR.

Se observa ca functile f(x,0)=a si f(0,y)=«a. Deci sunt continue n
punctul (0,0). Asadar pentru (V)a eR functia f(x,y) este continud partial in
(0,0) atat cu variabila x cat si cu variabila y .

c)Fie y=mx; m=0.
x*(1+m?) mx*  1+m* _1+m’

lim— > =1lim =
x>0 sinmx =osinmx® m m

Deci functia f(x,y) nu are limitd in (0,0). Asadar f(x,y) nu este continua

in (0,0), (V)aeR. f(x,0)=a si f(0,y)=«a . Deci aceste functii sunt continue in
(0,0), oricare ar fi « e R. Asadar functia f(x,y) este continua partial in (0,0),
(V)aeR.

in  punctul (x,,0) functia f(x,y) nu este continud deoarece

2 2
. X+
lim y

X=X Sin Xy
y—0

= 0. Analog functia nu este continua in punctul (O,yo).

Deci punctele de discontinuitate ale functiei sunt Ox U Oy .
Deoarece f(x,0)=a este continud in (x,,0), (V)a e R rezultd ca functia

f(x,y) este continua partial in raport cu x pe multimea Ox\{(0,0)}.

2 x2 42
Yo =Iim( yo). YoX _ % . Deci functia f(x,y,) nu

I|mf X —lim X Yo
(x.yo) =lim siny,x 0 y.x  siny,x

este continua in punctele (0,y,), (V)aeR.
Asadar functia f(x,y) nu este continua partial in raport cu x pe multimea

Ox\{(0,0)} . Analog se studiaza continuitatea partiala in raport cu y .



Exercitiul 6.3.5.
Sa se studieze uniform continuitatea functiilor:

a) f:(0,0) >R, f(x):ﬁ+x;

b) f:(-10) >R, f(X)Zﬁ-i-X;

c) f:(0,1) >R, f(x)=Inx;
d) f:[e,e]—HR, f(x)=|nx, ge(O,e).

Rezolvare:
a) Fie x,,x, >0

m&+m—m@—&|

f(x,)-f(x,) = - — x| =|(x, - =
‘ (X1) (XZ)‘ X1+1 X X, 1 X, (X1 X2)+ (X1+1)(X2+1) ‘
= |x, - x,||1 2|x,—X,| =5 .
X, = X, | +(x1+1)(x2+1)‘< X, = X,|=6
Daca se considera ) :% atunci (V) X;, %, €(0,0),

|x1—x2|<%:>‘f(x1)—f(x2)‘<g.
Deci f(x) este uniform continud pe (0,»), desi se observa ca este

nemarginita pe acest interval deoarece lim f(x) =400,

X—0

b) Fie x' = —1F2 gi x - 141
n+3 n+2
|x'—x"|:; rezultd cd x' si x" sunt suficient de apropiate
(n+1)(n+2)

pentru n suficient de mare.

1

f ] —f " :1 -

o)1= e

Deci functia f(x) nu este uniform continua pe (—1,oo).
Xll

1

1

. ] 1 ' "
c)Flex:e—n, :W’X’X €(0,1).
S L sk Ut - :
|x - X |: o o et rezultda ca x' si x" sunt suficient de apropiate
cand n este suficient de mare.
If(x")=f(x") = In%—ln% =|-n+n+1=1. Deci f(x) nu este uniform

continud pe (0,1).
d) Este evidentca f(x)=Inx este continua pe [¢,e], (V)c€(0,e).



Deci f(x) este continud pe intervalul compact [¢e]. Conform cu
Propozitia 6.2.7 functia f(x) este uniform continua.

Exercitiul 6.3.6.
Sa se studieze uniform continuitatea functiei f:(O,oo)x(O,oo)—>]R,
X+y+2xy
f = —_
(x) YTy )
Rezolvare:
Fie (x'y').(x"y")e(0,0)x(0,0) cu proprietatea |x'-x"|<5 si
|yl_yll|<5'
Atunci:
‘f(x',y')—f(x",y")‘: Xty+2x'y' .. x+y +2x"y"|

X+y+(x'+1)(y'+1) Y- (x"+1)(y"+1 ‘

|< 2)x'=x"|+2|y'-y"|=45

'_ " 1
Spe=xy+ ()|

+y'=y"

1
(x'+1)(y'+1)

Luand 5:2, atunci (V)(x"y"),(x",y")e(0,0)x(0,0) cu proprietatea

x'-x"|<s si |y'- y"|<5:>‘f )—f(x" y)‘ % si functia f(x,y) este

uniform continua pe (O,oo)x(o,oo).



CAPITOLUL VII
DERIVATA SI DIFERENTIALA

1. Derivata

Pentru functiile reale de variabila reala definitia derivatei, precum si
formulele gi regulile de derivare ca si unele proprietati legate de derivata cum ar
fi teoremele: FERMAT, ROLLE, CAUCHY, LAGRANGE, L'HOSPITAL se
considerd cunoscute. In cazul acestor functii se discutd in continuare despre:
derivata functiei compuse, derivata functiei inverse, teorema lui Darboux.

Propozitia 7.1.1. (derivata functiei compuse pentru functii reale de
variabila reala)
Fie u:1-J, f:J->R, I,J - intervale de numere reale. Daca functia u

este derivabila in punctul x, eI si f este derivabila in punctul u(x,)eJ.

Atunci functia F:1—>R, F(x)=f(u(x)) este derivabild in punctul X, si
are loc relatia: F'(x,)="1"(u(x,))-u'(x,)-

Demonstratie:

Stiind ca functiile u si f sunt derivabile in punctul x, respectiv u, = u(x,)
conform definitiei derivatei unei functii reale de variabila reala au loc relatiile:

u'(x,) = lim ulx)-ulx) si lim M:f'(uo).

Pentru a arata ca functia F(x) este derivabila in punctul x, trebuie aratat

o8 existd si ca este finita lim | )= F(X)
X—>Xg X — X0

Intr-adevar
F(x)=F(x) f(u(x))=f(u(x)) u(x)-u(x)
X — X, u(x)-u(x,) X=X,
Trecand la limite si tindnd de relatiile anterioare rezulta ca exista si este
finita:
_ f —f _
lim F(X) F(XO) = lim (U(X)) (U(XO)) . lim U(X) U(XO) Zf'(UO)-U'(XO)
X—Xg X_XO X—Xg U(X)—U(XO) X—Xg X_XO

(limitele din membrul drept exista si sunt finite din ipoteza)
Asadar,



F'(x)= f'(u(Xo))'u'(Xo)'

Observatia 7.1.1.
Daca functia u este derivabila in orice punct xel si functia f este

derivabila in orice punct u(x)eJ, atunci functia F(x) este derivabila pe
intervalul 1 si are loc egalitatea:
Fi(x)=f'(u(x))-u'(x)

care constituie formula de derivare a functiilor compuse reale de variabila reala.

Propozitia 7.1.2. (derivata functiei inverse pentru functii reale de
variabila reald). Fie f:IcR—>JcR, I,J - intervale. Daca functia f este

bijectiva pe intervalul I si derivabild in punctul x, eI astfel incat f'(x,)=0,
atunci exista f':J—1 derivabild in y,=f(x,) si are loc egalitatea

1
f—‘l ' — )
( ) (yo ) f ' ( XO )
Demonstratie:

Functia f este bijectivd < f este inversabila. Exista f':J—1. Cum f
este derivabila in x, €I atunci f este continua in acest punct, adica (v) sirul

Y, > Y, exista sirul x, - x, astfel incat y, =f(x,). Deci x,=f"(y,). Tinand

f71 _f71
cont de acestea rezulta ca exista si este finita lim (y") (yo)
Y=Yo yn_yO

. Deci

1

(’H)'(yo):m-

Observatia 7.1.2.
Daca functia f este derivabild in orice punct x 1, rezultd ca functia '

derivabila in orice punct y =f(x)eJ si are loc egalitatea (f’1)'(y): f'(1 ] care
X

reprezinta formula de derivare a functiei inverse.

Propozitia 7.1.3. (teorema lui Darboux) Daca functia f(x) este functie

derivata, atunci functia f are proprietatea lui Darboux.
Demonstratie:
Functia f este functie derivata dacad exista o functie derivabila

g:1cR — R astfel incat g'(x)=f(x).
Pentru a demonstra ca functia f are proprietatea lui Darboux trebuie
aratat ca oricare ar fi o  (f(a),f (b)) exista c, (a,b) astfel incat f(c,)=a.



Deci dupa cum se observa, fara a micsora generalitatea, se considera ca
daca a<b, a,bel si f(a)<f(b).

Se considera functia h(x)=g(x)—a-x. Pentru ca functia g este o
functie derivabila pe I rezulta h(x) este derivabila pe 1 deci si pe intervalul
[a,b] si are loc egalitatea h'(x)=g'(x)-«, rezultd h'(x)=f(x)-a.

Cum h este derivabila pe intervalul [a,b] inseamna ca functia h este

continua. Deci, dacé se considera [a,b] ca domeniu de definitie al acestei functii
rezulta ca functia h este o functie marginita si isi atinge marginile.

Se observa ca h'(a)<0 si h'(b)>0. Intr-adevar, h'(a)=f(a)-a <0 si
h'(b)=f(b)-a>0. Cum functia este si o functie continuad rezultd ca aceste

doua proprietati sunt valabile pe o vecinatate intreaga a punctului a, respectiv b.
Deci se poate afirma cd existda Ved(a) si Wed(b) astfel incat

—h(x)—h(a)<0, pentru orice xeV n[ab] si M>0, oricare ar fi
X-a x-b
XeWﬁ[a,b].

Dar {x—a >0 = h(x)-h(a)<0, (V)xe9n|ab]
x-b<0 = h(x)-h(b)<0, (V)xeW n[ab]
rezultd ca exista c e[a,b] astfel incat h(c)=m, (valoarea minima a functiei h).
Conform teoremei lui FERMAT rezulta h'(c) =0.
Dar h'(c)=f(c)—a rezultd f(c)=q.
Daca se considera ¢, = ¢ atunci proprietatea este demonstrata.

Observatia 7.1.3.
a) O functie derivatd nu are puncte de discontinuitate de speta |.
b) Functiile care nu au proprietatea lui Darboux nu sunt functii derivate.

O alta categorie de functii pentru care se studiaza notiunea de derivata
sunt functiile vectoriale de variabila reala.

Propozitia 7.1.4. Fie F: X cR— Y < R"; F(x)=(f,(x).f,(x)....F,(x)) o
functie vectoriald de variabild reald. Functia F(x) este derivabila in punctul
X, € X daca si numai daca f (x), i =1,n sunt derivabile n X, si are loc relatia:

F'(xo):(ﬂ(xo),f;(xo),...,f,;(xo)).

Demonstratie:

Se presupune ca functia F(x) este derivabila in x, si se demonstreaza

ca f(x), i =1,n sunt derivabile in x,.

1



Intr-adevar, din derivabilitatea Iui F(x) Tn punctul x, rezulta ca exista si
este finita

lim F(X) — F(XO)
X—Xo X=X,

F(X)—F(Xo):[ﬁ(X)—ﬁ(Xo) H (%)~ (%) fn(X)—fn(Xo)J

X=X,

Dar

X—X, = X—X X — X,
Tinadnd cont de egalitatea anterioara si de limita functiilor vectoriale de

f(x) =1 (%)

variabila reald rezultd ca fiecare raport - are limita finita in punctul
X— X,

X -
Deci functiile f(x), i=1n sunt derivabile in punctul x,. Din egalitatea
evidenta
"mw{ fi(x) =1 (%) HL(X)-hH(X%) M]

lim lim 2 o lim
o X — X, o X=X, % X=X, =% X — X,

rezulta

F'(x,)= (ﬂ(xo),fz'(xo),...,f,; (xo)).

Afirmatia reciproca se demonstreaza in mod asemanator.

Observatia 7.1.4.
Daca functia F(x) este derivabila in orice punct al domeniului sau de

definitie X < R, atunci prin inlocuirea lui x, cu x are loc egalitatea:

F'(x):(

de variabila reala.

ﬁ(x)fz(x)fn(x)) - formula de derivare a functiilor vectoriale

Exemplu:
Fie F(x)=(f(x).5,(x)), ﬁ(x):é, f,(x)=In(x-a). Sa se cerceteze

daca functia F(x) este derivabild si sa se gaseasca derivata acesteia.

Rezolvare:
Se observad ca D, =(a,+»). Cum functiile £, si f, sunt functii elementare

definite pe (a,+oo) si orice functie elementara este derivabila pe domeniul sau de
definitie, rezulta f, si f, sunt derivabile simultan, pentru orice x (a,+oo).
Conform Propozitiei 7.1.4 rezultd F(x) este derivabild, oricare ar fi

X € (a,+oo) si are loc egalitatea:



Definitia 7.1.1. Functia F(x)=(f,(x).f,(x)....f,(x)) este derivabila de
doua ori in punctul x, din domeniul sdu de definitie daca functia

n

F"(x) = (£ (x).1; (X),.0of; (X))

Observatia 7.1.5.
a) Tinand cont de Definitia 7.1.1 si continuand rationamentul din aproape

in aproape se spune ca functia F(x) este derivabila de n ori in punctul x, € D,

daca functia G(x):(7‘1("’1)(x),fz(”’”(x),...,f(’”)(x)) este derivabila n x,.

H(x)=(f (x).;(x),...T,(x)) este derivabila in punctul x, si are loc relatia

b) Daca se inlocuieste x, cu x, adica functia este derivabila pe intregul
sau domeniu de definitie se obtine egalitatea:
F (x) = (£ (%), 17 (%), £ (x))

care este formula de calcul a derivatei de ordinul n pentru o functie vectoriala de
variabila reala.

Exemplu: Daca se considera functia din exemplul anterior:
—1)"-nt (=1)""-(n=1)!
()= (1 (87 (30) = £ )= L D
(x—a) (x—a)
Un alt tip de functii pentru care se studiaza derivabilitatea si derivata sunt
functiile reale de variabila vectoriala f: X c R" > R.

Definitia 7.1.2. Fie a,beR", a=b

a) multimea {XER" x=a+t(b-a), teR} se numeste dreapta ce trece

prin a si b.
b) multimea {XE]R”

x=a+t(b-a), t> O} este semidreapta ce porneste
din a sitrece prin b.
c) multimea {x eR"

x=a+t(b-a), te [0,1]} este segmentul de dreapta
de capete a, b si se noteaza [a,b].

d) Orice semidreapta ce porneste din O € R" se numeste directie in R".

Observatia 7.1.6.



a) Daca se considera semidreapta {XER” x:a+t(b—a), tzO} atunci

directia determinata de aceasta semidreapta este s = ﬁ.

b) Fie f:AcR" >R si a=(a,,a,,...,a,) € A fixat, iar x =(x,,X,,....x,) € A
punct curent si s =(s,,S,,...,5,) e R" a.i. ||s| =1.

Cu aceste notatii este bine definita functia g:(-r,r) >R, g(t)=f(a+ts),

r>0ali B(ar)cA.

Definitia 7.1.3. Functia f: AcR" - R este derivabila in punctul ac A
dupa directia s daca functia g este derivabila in t =0 gi are loc egalitatea

I18) (o) -y 9)-810)

dS t—0
df (a) , : TS — n
——= este derivata lui f dupa directia s in punctul a e R".
S

Observatia 7.1.7. Daca in locul lui s se considera versorii
e,=(10,0....,0), e,=(0,10,...,0), ..., e,=(0,0,...,0,1) atunci din derivata dupa
directia f se obtin derivatele partiale, in raport cu variabilele x,,x,,...,x.. in mod
explicit acestea se definesc dupa cum urmeaza:

Definitia 7.1.4.
Fie f: X cR" ->Y c R o functie reala de variabila vectoriala definita prin
f=f(X) Xpe0s X o X X2 X, ). Functia  este  derivabilda  in  punctul

Xo = (Xo1» Xg25--» Xou1s Xo» Xous1r+-» Xon ) 1N raport cu variabila x, daca exista si este
finita
lim f(XO1’XOZ""’X0k—1’Xk’X0k+1""’XOn)_f(XO1’X02""1X0k—1’XOk’XOk+1""’XOn).
X Yox Xy = Xok
Limita respectiva, in cazul in care exista si este finita, se noteaza astfel:
o (%,)

sau f, (X,)
k
si poarta denumirea de derivata partiala a functiei f in raport cu x, calculata in

punctul X, .

Observatia 7.1.8.
a) Daca functia este derivabilad partial in raport cu variabila x, pe intreg

domeniul sdu de definitie, atunci se obtine prin inlocuirea lui x, cu x functia



of (X)
0X,
raport cu variabila x, .
b) in cazul in care functia are dou& sau trei variabile nu se mai noteaza
acestea cu (x,,x,) sau (X, X,,X;). in acest caz notatiile sunt (x,y) sau (x,y,2)

si atunci Definitia 7.1.4 are urmatoarele forme particulare:
i) dacd f=f(x,y) se spune ca functia f este derivabila in

sau fx'k(T() care poartd denumirea de derivata partiala a functiei f in

punctul  (x,,y,) Tn raport cu variabila x, daca

||m f(X,yo f(XO’yO)

X—>Xp X XO

noteaza M .
OX

i) in mod aseménator f(x,y) este derivabila in raport cu y daca

im T (oY) =1 (X0.¥o)
X—=Yq y_yO
of (Xo,Yo)
oy
c) Tindnd cont de definitia derivatei unei functii reale de variabila reala si
de Definitia 7.1.4 se poate afirma ca pentru a determina derivatele partiale ale
unei functii reale de variabila vectoriala se folosesc formulele si regulile de

derivare de la functii reale de variabila reala, considerand variabila doar variabila
specificata in procesul de derivare, iar celelalte variabile se considera constante.

exista si este finita si aceasta limita se

exista si este finita si aceasta se noteaza

cos(x* +y?)+sin’ (x+y)

Exemplu: Fie f: X cR?> >R, f(x,y)=
X+y

Sa se calculeze:
of i of

x T oy

of [ cos(x*+y?)+sin’(x+y) ‘_

ox X+y

(—2xsin(x2 + yz) +2sin(x+y)cos(x + y))(x+y) ) cos(x2 + y2) +sin’*(x +y)
(x+y) (x+y)

Analog pentru o .
oy

Definitia 7.1.5.



Functia f: X cR" > Y c R este derivabila partial de doua ori in raport cu
of (x

variabila x, dacé functia h(x,,x,,...x,) :# este derivabila partial in raport cu
Xk

% oh(x) _
variabila x, si se obtine relatia: 8_1; = L) X =(X;, XX, ) -
OX, OX,
Din aproape in aproape se spune ca functia f = f()?) este derivabila de n

0" (X)

n-1

k
o0"f(x) og(x

cu variabila x, si se obtine egalitatea: ( ): 9( )

ox, OX,

ori in raport cu variabila x, daca functia g(x)= este derivabila in raport

Definitia 7.1.6.
Se spune cé functia f =f(X) este derivabild in raport cu variabila x, si X,

of (X _
(in aceastd ordine) daca functia L:h(x) este derivabila in raport cu

0X,
- : : _*f  oh(x) N :
variabila x, si se obtine relatia = care poarta denumirea de
0X,0X, 0X,

derivata mixta de ordinul al doilea al functiei f in raport cu x, si x,.

Observatia 7.1.9.

Numérul derivatelor mixte de ordinul k pentru functia f =f(x,,x,,...x,)
este C/,

Deci pentru functia de trei variabile f = f(x, y,z) numarul derivatelor mixte

de ordinul doi este C? =6.

Dar in anumite situatii derivatele mixte pot fi egale. Acest lucru este dat de
urmatoarea teorema:

Propozitia 7.1.5. (teorema lui Schwarz) Fie f: X cR* > R; f=f(x,y)

o functie de doua variabile. Daca:

1% Functia admite derivate partiale mixte de ordinul al doilea intr-o
vecinatate V' a punctului (x,y), adica exista f,, si f .

2° f,, este continua in punctul (x,y). Atunci f,, (x,y) =1, (x.y).

Demonstratie:
Se considera expresia

E=f(x+hy+k)-f(x+hy)-f(x,y+k)+f(xy).
Se noteaza ¢(x)=f(x,y+k)—f(x,y). In urma acestei notatii expresia E
capata forma:



E =¢p(x+h)-¢(x)

Se observa ca functia ¢ este continua si derivabila si are loc egalitatea:
o' (x)=f (xy+k)-f,(x.y)

(1)

Se aplica formula lui Lagrange expresiei E si se obtine:
E=h-9'(¢); Ee[x,x+h]

(2)

Tinand cont de relatiile (1) si (2) rezulta:

E=h[f (&y+k)-f(&y)]

(3) |

Prin aplicarea teoremei lui Lagrange functiei f, se obtine:
f.(xy+k)-f(xy)=k-f,(x.n), ne[y.y+k| (4)
Tinand cont de relatiile (3) si (4) rezulta:
E=h-k-fy(&m)

(5)

Revenind la functia ¢ se poate observa ca:

i @(X) _iim f(x.y+k)-f(xy)
k—0 k k—0 y+k_y

(6)

Tinand cont de expresia lui E in raport de functia ¢ rezulta:

¢(X+hl2—(0(x) :f};(x+h,y)—fj; (X,}/)

=1f,(xy)

. E .
lim—=Ilim
k—)Ok k—0
(7)

Din continuitatea lui f,

L (x,y) rezulta ca:

LI_I‘E% =limh- f,(&m)=h-f, (&y) (s-afolosit (5))
(8)
Din (7) si (8) rezulta: h-f (&y)=f (x+hy)-f(xy) deci

£ (6y)- L RIR0Y)

Prin trecere la limita cand h — 0 tinand cont de continuitatea lui fxy(x,y)

se obtine £, (x,y)=f, (x,y) si astfel teorema este demonstrata.

Forme mai generale ale teoremei sunt urmatoarele:
A) Daca:  1°Exista f,, f, si f, pe Vion)
2° f,, este continua in (a,b)
Atunci exista f, (a,b) si f, (a,b)=f,(a,b)
B) Criteriul lui Young



. of(x,y) s of(x,y)

Daca: 19 Exista 5 5 intr-o vecinatate V alui (a,b)
X Yy

o0 xy) G AFXY) ot diferentiabile Tn (a.b)
00X oy
2 2 2 2
Atunci exista 0 f(a,b) i 0 f(a,b) Si 0 f(a,b) = 0 f(a,b).
oxay Oy Ox oxdy dyox

(Diferentiabilitatea se studiaza in paragraful urmator)

Observatia 7.1.10.

Aceasta afirmatie este valabild si pentru functiile de trei sau mai multe
variabile si, de asemenea, este adevarata si pentru derivatele mixte de ordin
superior lui 2.

Problema derivatelor partiale se pune si pentru functile compuse de mai
multe variabile. Aceasta problema este rezolvata de urmatoarea propozitie.

Propozitia 7.1.6. Fie u: X c R —> R si v: X c R — R, functii derivabile in
punctul x, € X cu derivata continua. Daca functia f:Y c R* >R, Y = Xx X, are
derivate partiale continue pe multimea Y, atunci functia compusa
F(x)= f[u(x),v(x)] este derivabild in punctul x, si are loc egalitatea:

F,(X)_a_f‘M of dv(x)
" ou  dx ov dx

Demonstratie:
Pentru a arata ca functia F(x) este derivabild in punctul x,e X cR
trebuie aratat ca ra M imita finita 1 a:
portul x are limita finita in punctul x,. Se noteaza:
— %0
Uy =U(Xy); Vo=V(X,); u=u(x); v=v(x);
Atunci:
F(x)-F(x) _ f(u(x).v(x))=F(u(x).v(x)) _
X=X, X=X,
_ F(u(x),v(X))=F(Upv (X)) +F (U (X))~ (UpVs) _
X— X,
_ [f(u(x),v(x))—f(uo,v(x))}+[f(u0,v(x))—f(uo,v0)J
X— X,

Tinand cont de teorema lui Lagrange se obtine:
f(uv)—f(uyv)=(u-u,)-f,(£,v), unde u, <&E<u
f(ug,v)—f(uy Vo) =(v—Vv,)-f,(Uym), unde vy <p <v.



peci FTF6) U=ty 4y VY0 gy

X=X, X=X, X=X,

(1)

In egalitatea (1), datoritéd faptului ca functile u si v sunt derivabile Tn
punctul x, si datorita continuitatii derivatelor partiale pentru functia f rezulta ca
membrul drept al egalitatii are limita finita in punctul Xx, .

Deci si membrul stang al egalitatii (1) are limita finitd in punctul x, ceea ce
arata ca functia F(x) este derivabild in x, si are loc egalitatea:

lim w = lim Z=20 jim £ (¢£,v) + lim 2220 im £, (ug,n)

X—Xg XO X—Xg X_XO X—>Xg X—Xq X_XO X—>Xg

V-V

rezulta
F'(xo)=u"(Xy)-f, (Ug,Vo )+ V' (Xg)-F, (Ug,Vy )
sau

FI(XO):a_f.du(xO)Jra_f_ av(x,)
ou dx ou dx

Daca se considera ca functile u si v sunt derivabile pe intreg domeniul

lor de definitie, iar functia f admite derivate partiale continue in orice punct al

domeniului de definitie, rezultd F(x) derivabild pe intreg domeniul de definitie si

are loc egalitatea:

Fr(x)=2 20, 2 00
ou dx ov dx
relatie ce reprezinta formula de derivare a unei functii compuse ce contine doi
intermediari care sunt functii reale de variabila reala.

Observatia 7.1.9.
a) Propozitia 7.1.6 este adevarata si in cazul in care f: X cR" >R si
contine  n intermediari, adica: dacad functia compusa are forma

F(x)=f(u(x).uy(x),...u,(x)) unde u:AcR->BcR, i=1n si
o, of du;(x)

,»=16_u,' dx

b) Propozitia 7.1.6 se poate generaliza si astfel:

Fie functia compusa F: X c R" —» R definita astfel

F(Xps Xgoeens Xy ) = F (U (X0 Xg0ees X, )y (X Xgoeens Xy )soees Uy (X1 Xgroens X, )

X =B, xB,x...xB,. Atunci F'(x)=

unde functile u,:AcR" - B, cR, i:1,_m sunt derivabile in raport cu x,,
pentru orice i=1im si functia f admite derivate partiale continue in raport cu
fiecare din variabilele sale u,, pentru orice i=1m. Atunci F este derivabili
partial in raport cu variabila x, si are loc egalitatea:



OF _of o,

0X, mou; X,
numita formula pentru derivata partiala a functiei compuse F ce are m
intermediari, care sunt functii de n variabile.

Exemplu:
Fie F: X cR >R, F(x)=f(In(x* +2x+1),sin(x* +1)) s

G:XcR?* >R, G(x,y):g(c:os(x2 +y?) X +y2).
Sa se calculeze F'(x); ﬁ; E
ox oy

Rezolvare:
e Daca se considera:

u1(x)=ln(x2 +2x +1)
uz(x):sin(x2 +1)
atunci functia
F(x) = (u, (%), (x)).
Tinand cont de Propozitia 7.1.6 rezulta ca
F'(x)= of .du“r of du,
ou, dx ou, dx
du, 2x+2 2
dx _(x+1)2 X +1

du, _ 2xcos(x2 +1)

ax

Deci

F'(x)= o 2, .2xcos(x* +1)

ou, x+1 ou,

of . of _ . . . . R
unde _8 Si _8 raman sub aceasta forma deoarece functia f este derivabila,

u, u,

dar necunoscuta.
Dacé f(u,,u,) era inlocuitd spre exemplu cu f(u,,u,)=/u, + U,
o 1 of 1
ou,  2Ju+u,  ou, 2Ju +u,
e Daca se considera:
u (xy)=cos(x* +y?)

2 2

u,(x,y)=x*+y
atunci



G(xy)=g(u(xy)u;(xy)).

Tinand cont de Observatia 7.1.9 b) rezulta:

oG _og .6u1+ dg ou, i oG _og .8u1+ og .6u2-
oXx ou, ox ou, Ox oy ou, oy ou, oy

Dar

%z—szin(szryz); My X
oX 15). ¢ \/XZ + y2
ou, . [ 2 o\ OU y
—L=-2ysin(x"+y°); —2%=

oy ( ) oy /X2 +yz

Tinand cont de aceasta rezulta:

§:—8—9-2xsin(x2+y2)+ 9. X
ox  au, ou, \x? +y?

Analog pentru 96 .
oy

Propozitia 7.1.7. (teorema lui Euler pentru functii omogene)
Fie f: X c R" - R o functie reala de variabila vectoriala.
Daca:

1° f este omogené de ordin me R

2° exista a—f, i=1n.
OX.

1

Atunci are loc egalitatea:

¢ of
;x,. -87=m-f(x1,x2,...,xn)

i
Demonstratie:
Daca functia f este omogena de ordin m are loc egalitatea:

f(tX tXp,en X, ) = 17F (X Xgsees X,y ) -
Daca membrul stdng se considera ca fiind functia compusa
F(t)=f(u,u,,...u,); u =tx,, U, =tx,, ..., u, =tx,

conform cu Observatia 7.1.9 a) rezulta ca:

iaé;).x, _F(8).

i=1

Daca se deriveaza si membrul drept in raport cu t se obtine:

> of X, =m-t"" - f (X, Xy, X))
= o(tx,)
egalitate adevarata pentru orice t numar real.
Daca se particularizeaza t =1 in aceasta egalitate rezulta:




c of
Z;x, -&:m-f(xwxz,...,xn)

care este relatia lui Euler pentru functii omogene de ordin m.

Se cunoaste ca pentru functiile reale de variabila reala exista teorema lui
Lagrange. Aceasta teorema a lui Lagrange este valabila si pentru functiile reale
de variabila vectoriala si ea se prezinta sub urmatoarea forma:

Propozitia 7.1.8. (teorema lui Lagrange)
Fie f: XcR?* >R, (a,b)e X . Daca functia f=f(x,y) admite derivate

partiale pe o vecindtate V e9(ab), atunci pentru orice (x,y)eV, existd
£ e(a,x) si ne(by) astfel incat:
f(x,y)-f(ab)=(x-a)-f,(&y)+(y-b)-f, (an).

Observatia 7.1.10. Daca derivatele partiale sunt continue pe V
egalitatea din teorema lui Lagrange are urmatoarea forma:

f(xy)-f(ab)=(x-a)f(&n)+(y=b)-f,(&m).

Aceasta egalitate este valabila si pentru functii de n variabile, unde n >3

f(X) Xy, X, )—F(a),8,,...,8, ) = Zn:(x, -a)- O (&0 Spn8) , & e(a,x),

P OX;

i=1n

2. Diferentiala

Definitia 7.2.1.
Fie f:XcR—>R o functie reala de variabila reala. Functia f este
diferentiabild in punctul x,e X daca exista LcR si :XcR—->R cu

im 0(x) =0 astfel incat f(x)=1(x,)+L(x—x,)+60(x)(x—X,).

—Xp

proprietatea |

Observatia 7.2.1.
a) Daca egalitatea din Definitia 7.2.1 se imparte cu (x—xo) si se trece la

limit& se obtine L =f'(x,).

Asadar, f(x)=1f(x,)+f"(X)(X—x,)+6(x)(x—X,)-

b) Dacd se noteazd x-x,=h atunci f(x)-f(x,)=h-f'(x,). Functia
h-f'(x,), care depinde liniar de h se numeste diferentiala functiei f in punctul
X, $i se noteazd cu df (x,) si are loc egalitatea df (x,)=h-f'(x,).



Pe o vecinatate foarte mica a punctului x, diferenta x - x, = h este foarte

mica si deci ea poate fi notatd cu dx, adica dx = h. Atunci diferentiala functiei f
in punctul x, capata urmatoarea forma:

df (X,)=F"(x,)dx.
Daca functia f este diferentiabild in orice punct al domeniului sdu de
definitie, diferentiala sa este: df (x)=f"(x)dx.

Se observa ca diferentiabilitatea si diferentiala nu sunt notiuni echivalente.
O functie diferentiabila are o diferentiala. Diferentiabilitatea este o proprietate,

diferentiala este o expresie. Diferentiala  df(x,) aproximeaza diferenta
f(x)—f(x,).

Definitia 7.2.2. Se spune ca functia f este diferentiabila de n ori in
punctul x, daca functia f(”‘”(x) este diferentiabila Tn punctul x, si diferentiala

de ordin n este d"f(x,) =" (x,)dx".

Problema difenetiabilitatii poate fi pusa si pentru functile reale de
variabila vectoriala si se definegte astfel:

Definitia 7.2.3. Fie f: X cR" - R. Se spune cd f=f(x,,X,,...,X,)este
in

diferentiabila in punctul X, =(Xg, Xp..., X,,) dacd existd A eR, i= Si

6:XcR" >R, i=1n cu proprietatea lim 6,(x)=0, i=1n astfel incat:

F(R)—F(%)+ (% %)) A +§(x, ~x,)),(%).

i=1
Daca functia fare 2 sau 3 variabile, atunci egalitatea care definegte
diferentiabilitatea are una din formele:

F(xy)=F (X0 Yo)+(X=X) A+ (Y = Yo ) A +(X=%0)6,(X,¥)+ (Y = ¥) 0, (X.¥)

F(XY.2)=F(X0. Y0, 2o )+ (X = X0 ) A+ (Y = Yo ) Ay +(Z2—2Z5) Ay + (X — X, ) 0, (X, ¥, 2) +
+(Y—¥0)6, (xy.2)+(2-2,)6;(X.y,2).

Observatia 7.2.2.

In Definitia 7.2.3 expresia > (x,-X, )0 (x) se poate inlocui cu
i=1
0,(x)- |>(x,~x,;)° unde lim 6(X)=0.
e X—Xq
in cele ce urmeazd se pune problema legaturii ce existd intre
diferentiabilitate si derivabilitate.



Propozitia 7.2.1.
Fie f:XcR*—>R, (ab)eX. Dacad functia f este diferentiabila in
punctul (a,b), atunci f este continua in (a,b) si derivabild in (a,b) in raport cu

variabilele sale.

Demonstratie:

Functia f fiind diferentiabila, tindnd cont de definitia diferentiabilitatii
functiilor de doua variabile se poate afirma existda A, BeR si 6,(x,y), 6,(x,y) cu

proprietatea limé,(x,y)=0, i =1,2 astfel incat;
y—b
f(x.y)=Ff(ab)+A(x-a)+B(y-b)+6,(x.y)(x-a)+6,(x.y)(y-b)
*)
Trecand la limitd in egalitatea (*) se obtin limf(x,y)=f(a,b) ceea ce

x—a
y—b

aratd ca f(x,y) este continud in (a,b).
in egalitatea (*) se pune y = b si se obtine:
f(x,b)—f(a,b)
X-—a

=A+6,(x,y)
(**)

Trecand la limita in (**) se obtine:
f(x,b)-f(a,b
- 1(xb)-f(ab)
X—a X_a
x . Rationand analog se obtine c& f(x,y) este derivabila in (a,b) in raport cu y

A=f.(ab), B=f (ab).

= A. Deci f(x,y) este derivabild in (a,b) in raport cu

Observatia 7.2.3.
Propozitia 7.2.1 este adevarata si pentru functii de trei sau mai multe
variabile.

Propozitia 7.2.2.

Fie f: X cR* > R, Daca functia f admite derivabile partiale de ordinul
intdi continue pe o vecinatate V a punctului (a,b)e X, atunci aceasta functie
este diferentiabila in punctul (a,b).

Demonstratie:
Tinadnd cont ca functia f admite derivate partiale continue pe o vecinatate

V a punctului (a,b), acesteia i se poate aplica teorema lui Lagrange pentru

functii de doua variabile gi se obtine:
f(x.y)=Ff(ab)+(x—a)f,(&y)+(y—-b)f, (an).



Aceasta egalitate se poate scrie sub forma:

f(x.y)=f(ab)+(x-a)f (ab)+(y-b)f, (a,b)+[fx'(§,y)—fx'(a,b)](x—a)+

+[f, (an)=f,(ab)](y-b).

Daca se noteaza:

f.(&y)-f.(ab)=6,(xy)

f,(an)-1,(ab)=0,(xy)

Tinand cont de continuitatea derivatelor partiale rezulta:
imé,(x,y)=0, i=12

yb

In aceste conditii va avea loc egalitatea:

f(xy)=f(ab)+(x—a)A+(y—b)B+(x-a)6,(x.y)+(y—b)6,(x.y)
unde A=f (a,b); B=f,(ab).

Aceasta egalitate exprima faptul ca functia f este diferentiabila in punctul
(ab).

Observatia 7.2.4.

Propozitia 7.2.2 are o importanta deosebitd in studiul diferentiabilitatii
functiilor de doua variabile (ea se poate generaliza si la functii de trei sau mai
multe variabile) deoarece reduce studiul diferentiabilitatii la existenta si
continuitatea derivatelor partiale.

Definitia 7.2.4. Functia liniara in x si y, (x—a)-f,(a,b)+(y—-b)f,(a,b)

se numeste diferentiala de ordinul intai a functiei f(x,y) in (a,b) si se noteaza
df (a,b). Diferentiala pe o fintreaga vecindtate a Iui (ab) este

of(x,y) of(x,y)

df(x,y) :a—-dx+6—-dy. Aceasta se poate generaliza la functiile de
X y
. &of(x
n variabile si se obtine df (x)= Z%)dxi.
i=n X,‘
Oe

3 -dx+§—°-dy se numeste operatorul de diferentiere de ordinul intai
X y

pentru functia f(x,y). Pentru functile de n variabile acest operator are forma

d.:

d-:zaa—°dx,.. Daca operatorul de diferentiere se aplica in mod repetat unei
i=n X,'
functii de doua sau mai multe variabile se obtine diferentiala de ordin superior a
acesteia.

Pentru functiile de doua variabile diferentiala de ordinul n are urmatoarea

forma:



d"f(x,y) ZC’ %fn,
i=1

sau scrisa, tindnd cont de modul recursiv in care se defineste diferentiala de
ordinul n, aceasta poate fi pusa sub urmatoarea forma:

) 5. 5. (n)
d"f(x,y) =[&dX+EdXJ f(x.y)

unde se ridica formal la putere dupa formula binomului lui Newton, ridicand

dx'dy™’

efectiv la puteri lungimile dx, dy iar operatorilor 2—2— li se mareste ordinul de
X oy
derivare specificat dupa formula binomului.

Pentru functile f:XcR"—>R, n>3 nu exista o formuld pentru
diferentiala de ordinul n a lui f, deoarece nu se cunoaste formula pentru
(A +A2+...+An)". in acest caz, diferentialele de ordinul n se obtin dupa
procedeul recursiv de definire a diferentialei de ordin n.

Se considera cel mai simplu caz care nu se incadreaza in formula
anterioard, adica se calculeaza d°f(x,y,z).

2 2 2 2 2
a’,;dy2+aidzz+26fdx 26fddz+26f
oy 0z oxoy 0xoz oxoy

d*f = d*f odf = (sfd x? dxdyjo

3
o 8—fd a—fdy afd afd °+3 of dy?dx +...
oX oy 0z ox® dy’ox

Deoarece se cunoaste formula
(A A+ +A )Y =A+ A2+ A2 12 AA,

i,j=1
i<j

rezulta:
d*F (X Xgpeons X Z—Zd Z—dxdx
1 1 i,j=1 X X
i<j
Exemplu:
Fie functiile:

f(x,y,z,u):ln(x2 +y?+2° +u2)

g(x,y,z)=|n(xx -yY -zZ)
Sa se calculeze: df , d*f, dg, d°g, d"g, n>3.

Rezolvare:

e Sestie ca df (x,y,zu) =6_de of —dy + of —dz+ of —du
oX oy 0z ou



of 2x ) of _ 2y ) of _ 2z

X X1y iZ2u? Oy XryPiZ24d? 0z XAyt 2R
of _ 2u _
ou xXP+y*+z2°+u*’
rezulta ca:
2
daf(x,y,z,u) = xdx + ydy + zdz +udu).
(xy.20) =<7 oz (xdx+ydy )
Se stie ca:
2 2 2 2 2 2 2
dzf—é—fdx +a—fdy +a—£dz +a—fd +22afdxdy+2 of dxdz +2 or dxdu +
ox? oy? 0z ou? oxoy 0xo0z oxou
2 2 2
+2 or dydz +2 of dydu +2 of dzdu .
oyoz oyou ozou

z
3 2(-x*+y*+ 28 +u?) of - 2(x*-y*+ 2 +u?)
=

ox* (x2+y2+22+u2)2 "oy (x2+y2+22+u2)2 ’
O%f 2(x2 +y? -2 +u2) O%f 2(x2 +y*+2° —u2)
oz* (x2 +y?+2° +u2)2 " ou? (X +y?+2° +u2)2 .
Analog se calculeaza derivate mixte de ordin doi.
Inlocuind in formula diferentialei de ordinul 2 a functiei f se obtine
d*f(x,y,zu).
e Functiei g(x,y,z), pentru a-i putea gasi in mod simplu derivate ce intervin
in diferentialele cerute, i se face urmatoarea transformare:
g(x.y,z)=xInx+ylny+zinz.

Se stie ca:

dg =8—gdx+a—gdy+a—gdz
oX oy 0z
unde: a—g:Inx+1; 9
oX

=lny+1;

Z—g=lnz+1 = dg =(Inx+1)dx+(Iny +1)dy +(Inz+1)dz
z
Se stie ca:

gdy + gdz +2—— o'g dxdy +2—=— o'g dxdz+2a g dydz

ox? oy? 0z* oxoy ox0z yoz
g _1. g _1. g _1
x> x oy’ y ox* z



0’g 0°g o9
0Xoy 0x0z oyoz

V4

Pentru calculul lui d"g, n>3 nefind o formuld pentru astfel de
diferentiale in mod general se aplica principiul de deducere al acesteia din
aproape in aproape. Dar dupa cu s-a vazut acesta este destul de greoi.

Totusi se stie ca diferentiala de ordinul n a unei functii de mai multe
variabile contine doua sume distincte: suma in care intervin derivatele partiale de
ordinul n in raport cu fiecare variabila in parte si suma in care intervin derivatele

partiale mixte de ordinul n. in cazul functiei g(x,y,z) suma derivatelor partiale

mixte de ordinul n este 0, deoarece derivatele partiale mixte de ordin doi dupa
cum se observa sunt nule.

d’g = 1dx2 +ldy2 +1dz2
X y

Deci d"g =29 ax" + 29 gy + 99 g
ox" oy" o0z"

o"g _(=1)"-(n-1 ag _(=1)"(n-N! g _(=0)"-(n-1)!

Dar = ; = P , = ;

ox" X" oy" y oz" z

n n 1 n 1 n 1 n
d"g(x,y,z)=(-1) .(n—1)!(xn_1 dx +yn_1 dy g dz j

in continuare se pun in evidentd cateva propozitii care arata utilitatea
practica a diferentialei.

Propozitia 7.2.3.
Conditia necesara si suficientd ca df (x,,x,,...,x,) sa fie identic nula pe

X < R", este ca functia f(x,,x,,...,x,) s& fie constantd pe X c R".

Propozitia 7.2.4.

Dacd expresia diferentialda E=) P(X)dx;,, X=(X,X,...,X,) este
i=1
diferentiala unei functii f(x;, x,,...,x, ), atunci aa—f =P,(x) si reciproc.
Xi

Demonstratiile acestor doua propozitii sunt imediate.

3. Unele aplicatii ale diferentialei

A. Formula lui Taylor

Intr-un capitol anterior s-a demonstrat formula lui Taylor pentru functii
reale de variabila reald. Aceasta formula poate fi generalizata si pentru functii de
doua sau mai multe variabile. In cele ce urmeazé se da formula lui Taylor pentru
functii de doua variabile.



Propozitia 7.2.5. (formula lui Taylor pentru functii de doua variabile)
Fie f: X cR? > R diferentiabila de n oriin (a,b), (a,b)e X .
Atunci are loc egalitatea:

f(x,y):f(a,b)+%{%-(x—a)+%?b).(y_a)}_

T gy T (o a(c-a)y ) L2 .
+..+R,(xy)
unde:

(n+1)
R, (x, ):ﬁ{a%(x—aﬁg(y—b)} fla+(x-a)-0,b+(y—b)-0],
6(0,1).

Egalitatea poarta denumirea de formula lui Taylor pentru functii de doua
variabile.

Demonstratie:
Rn(x,y) este dat in expresia anterioara sub forma unui operator aplicat

functiei f. Operatorul este similar cu operatorul pentru determinarea diferentialei
de ordinul n+1 in functiile de doua variabile.

In continuare rationamentele se fac pe segmentul ce uneste pe (a,b) cu
(x,y) cain figura alaturata.

Ya

V(a,b)

@)

><V

Fie p(t)=f(a+(x-a)t, b+(y-b)t), t[0,1].
Se observa ca ¢(0)=f(a,b) iar p(1)=f(x,y).
Deoarece functia f(x,y) este derivabila de n+1 ori, rezultad ca si functia

¢ este derivabild de n+1 ori pe intervalul inchis [0,1]. Deci acesteia i se aplicd
formula lui Mac-Laurin. Conform acestei formule se obtine relatia:



t2 tn tn+1

(p(l‘):(p(0)+%-g0'(0)+5(p”(0)+...+n—¢)"(0)+

A= (0,1) .
Dar pentru t =1 se obtine:

f(x,)/)=f(a,b)+(/)'(O)+¢"(O)+...+(p(n)(0)+(p(n+1)(0)
12 n (n+1)

Pentru a calcula derivatele ¢'(0),¢"(0),..., go(”)(O),go(””)(e) se calculeaza
derivatele functiei (p(t)zf(x(t),y(t)) considerd ca o fractie compusa cu doi
intermediari pe segmentul 1 ce uneste punctul (a,b) cu un punct arbitrar
(x,y)eV(ab) fixat, unde:

x(t)=a+(x-a)t

y(t)=b+(y-b)t
variabila independenta fiind ¢ .

Deci (x(t),y(t))el.

Tinand cont de aceasta se obtine:

()= 5 (x-a)+ £ (v-b)
rezultd ¢'(0) = @(x—a)vtw(y -b)

oy

. o*f o*f o°f o°f
p"(t)= W(x—a)+y(y—b)](x—a)+{a—y2(y—b)+ Syax

Tinand cont de egalitatea derivatelor mixte se obtine:
’ o*f 2 20%f o*f 2
v"(t)=Zz(x-a) + axay(x—a)(y—b)+W(y—b)

rezulta

%(X—a)2 +a2%;’/b)(x—a)(y—b)+%(y_b)z _4"(0)

Astfel s-a obtinut al treilea termen din formula lui Taylor pentru functii de
doua variabile. In mod analog se calculeaza ¢"(0), ...,go(”)(o), q)(””)(o) si prin

(x-a)|(y-»

inlocuire in formula lui Mac-Laurin pentru functia ¢(t) se obtine formula lui
Taylor pentru functii de doua variabile.

Observatia 7.3.1.

a) Formula lui Taylor exista si pentru functii de trei sau mai multe variabile.

b) Daca in formula lui Taylor se considera n=0 se obtine formula lui
Lagrange pentru functii de doua sau mai multe variabile.



c) Folosind diferentiala formula Iui Taylor pentru f(x,y) in punctul

(ab)e )O( este

(%) =F(a,b) 7l (ab)+ df (ab)+..+—d"F(a,b) +R, (x.).

d) Dacd f(x,y) este diferentiabild de n+1 ori pe V(ab) atunci

(V)(x.y)eV(ab), (3)(&n) pe segmentul ce uneste pe (ab) cu (x,y) al

R,(x.y)= G 1 i d"'f(&,n).

B. Puncte de extrem

In cele ce urmeaza se considera f: X c R* » R, dar rezultatele obtinute
pentru aceasta functie se vor generaliza pentru functiile de n variabile.

Definitia 7.3.1.
0
Fie f: X cR* >R si (a,b)e X . Daca exista V € (a,b) astfel incat:

1° f(a,b)-f(x,y)<0, pentru orice (x,y)eV, atunci punctul (a,b)e )0( se

numeste punct de minim local pentru f(x,y).
0

2° f(a,b)-f(x,y) >0, pentru orice (x,y) eV, atunci punctul (a,b)e X se
numeste punct de maxim local pentru f(x,y).

Se gtie ca pentru functiile reale de variabila reala, minimele si maximele
verifica teorema Fermat. Aceasta teorema poate fi generalizata si pentru
functiile de mai multe variabile astfel:

Propozitia 7.3.2. (teorema lui Fermat)
0
Fie f:XcR*>R si (ab)eX un punct de extrem local al functiei
of (a,b) 0 of (a,b)

f(x,y), atunci rezultd ca R =0 (se presupune ca derivatele
X Yy

partiale exista).
Demonstratie:
Dacd punctul (a,b) este un punct de extrem local al functiei f(x,y),

atunci acest punct este de extrem local si pentru functile g(x)=f(x,b);

h(y)=f(a,y). Dar aceste functii sunt functii de o singura variabila si rezulta ca

g'(a)=0; h'(b)=0.

of (a,b) 0 of (a,b)
oX oy

Deci rezulta: =0.




Observatia 7.3.2.
a) Ca si la functiile reale de variabila reald, reciproca acestei teoreme nu
este in general valabila.

b) Punctele interioare ale Ilui X pentru care df(x,y):O se numesc

puncte stationare ale functiei f(x,y).

c) Tinand cont de punctele a) si b) rezultd ca multimea punctelor de
extrem a unei functii de mai multe variabile este inclusa in multimea punctelor
stationare.

d) Punctele stationare ale functiei f(x,y) care nu sunt puncte de extrem

se numesc puncte sa gi sunt echivalente punctelor de inflexiune ale functiilor de
variabila reala.

Propozitia 7.3.3. (determinarea punctelor de extrem)
Fie f: X cR?* > R o functie ce admite derivate partiale mixte de ordinul 2

0
continue pe o vecinatate V a lui (a,b) si (a,b)e X un punct stationar. Daca se

noteaza
0%f (a,b) &% (ab) [0 (ab)]
A= (2 ) (2 )— ( ) , atunci:
oX oy oxoy
o*f(a,b
1° Pentru A >0 si %<O rezultad ca (a,b) punct de maxim local.
X

2° Pentru A >0 si 2 (a’b) a Cca ini
Si > 0 rezultd ca (a,b) punct de minim local.

3% Pentru A <0 rezulta ca (a,b) nu este punct de extrem.

Demonstratie:
Se considera formula lui Taylor de ordinul 2 pentru functia f(x,y)

+5f(aj,b)_(y_a)}+

2 2
0 f(a,b)+8 f(a,b)
oxoy oy

f(x,y)=f(a,b)+%{@.(x_a)

+1{M-(x—a)2+2(x—a)(y—b)-

21 ox?

Tinand cont de faptul ca (a,b) este punct stationar si IImR,(x,y)=0

y—b
rezulta:
1 6*f(a,b o’f(a,b) 1 &*f(a,b
(1)~ (ab) 5 o2 (=) = (x-a)(y ) TL22) L CHED)

pentru orice (x,y)eV, unde V este o vecinatate foarte mica a punctului (a,b).
Daca se noteaza:

Ly -0 o8 x)



ox? "
o*f (a,b)
=4,
oxoy
o%*f(a,b
8(}/2 ) =ay

rezulta:

2
1 _ _
E_f(x,y)—f(a,b)_E.(y_b)Zlaﬂ(;—ZJ +2a12;—_2+a22}.

Se observa ca pe vecinatatea V a punctului (a,b) semnul expresiei E
este dat de expresia din paranteza dreapta. Dar aceasta expresie poate fi
considerata un trinom de gradul 2 in variabila t = X—_Z.

y_
Cum D =4a’, —4a,,-a,, =—4A.
Daca D <0, (atunci A >0 ) trinomul are peste tot semnul lui a,,.

Deci cu alte cuvinte, daca:
0*f (a,b)

1°A>0sia,= P <0

rezulta
f(x.y)-f(ab)<0

adica punctul (a,b) este un punct de maxim.

o*f (a,b)

2°A>0sia,= 7 >0

rezulta

f(x.y)-f(ab)>0
adica punctul (a,b) este un punct de minim.

3% Pentru A<0 , f(x,y)-f(ab) are variatie de semn pe vecinatatea V,
deci punctul (a,b) nu mai este punct de extrem.

Observatia 7.3.3.
a) Daca A=0 nu se poate afirma nimic despre natura punctului (a,b),

adica (a,b) poate fi punct de extrem sau nu. Aceasta afirmatie rezultd din

exemplul urmator.
* Se considera functiile f(x,y)=x"+y* si g(x,y)=x*+y’ si se considerd

(a,b)=(0,0). Se observa ca (0,0) este punct de minim pentru f(x,y) si nu este
punct de extrem pentru g(x,y), dar in ambele cazuri A=0.



b) Propozitia anterioara este valabila gi pentru functiile de trei sau mai

~ 0 .
multe variabile. In cazul in care (a,a,,...,a,)e X este punct stationar pentru

0*f (a,,a,,....a,)

functia f(x,,X,,...,X, ). Se face notatia a, = P
X.0X ;
Y4

Propozitia 7.3.3 se generalizeaza pentru functii de n variabile si are

urmatoarea forma:

Propozitia 7.3.4. (teorema lui Sylvester)

0
Fie f:XcR" >R si (a,a,...,a,)e X punct stationar al functiei f(Xx).

Atunci:
a
0 311 a12 11 12 13
1 Pentru a,, >0, >0, 8y ay, ayl>0,
aZ1 322
a31 a32 a33
a a8, - a4y,
a a a
21 .22 2n > 0
an1 an2 T ann

punctul (a,,a,,...,a,) este punct de minim local pentru f(x,,X,,...,X, ).

a a a8,
2°Pentru a,, <0, | "' ?|>0, |a,, @, a,|<0,..,
8y 8y
a3 83 Ay
ay a, - a,
a a cee a
(_1)” . 21 .22 ?n >O
an1 an2 ann

punctul (a,,a,,...,a,) este punct de maxim local pentru functia f(x,,X,,..., X, ).

Exemplu:
Sa se determine punctele de extrem ale functiei:

fiR* >R, f(xy,z)=2x*+2y* + 2 +2xy + 2yz+ 2(x+y + Z)+7
Rezolvare:

Algoritmul de determinare a punctelor de extrem pentru functiile de mai

multe variabile are doua etape distincte:



|. Determinarea punctelor stationare ale functiei f(x,,x,,...,x,) se face
of

0

oX,
o

rezolvand sistemul < ox,
o o

oX,

Il. Separarea punctelor de extrem din multimea punctelor stationare, se
face folosind teorema Sylvester. Concret din exemplul dat rezulta:

a_o
8); 4x+2y+2=0
l. 2—:0: 4y +2x+2z+2=0.
Y 2z+2y+6=0
of
Z -0
0z

Acest sistem are solutia (-3,5,-8) (x=-3,y =5,z=-8).
Deci multimea punctelor stationare are doar un singur element.
Il. Se verifica cu ajutorul teoremei Sylvester daca punctul (—3,5,—8) este

punct de extrem. Pentru aceasta este nevoie de numerele a; care reprezinta
valorile derivatelor de ordinul 2 si derivatelor mixte de ordinul 2 in punctul
(-3,5-8) si astfel se obtine: a,=4; a,=a,=2; a,=4; a,=a,=0;
3232332:2; a33:2-

Dar
a a 4 2 a11 a12 a13 4 2 O
a,=4>0;|" " :‘ ‘:12>0;a21 8y ay|=2 4 2/=8>0
a, a 2
3 = a31 a32 333 O 2 2

Conform teoremei Sylvester rezultd (-3,5-8) este un minim local al

functiei f(x,y,z).

Observatia 7.3.4. Exercitiul anterior poate fi enuntat si sub forma:
Sa se arate ca 2x*+2y’+2z*+2xy+2yz+2(x+y+2z)-40>0, pentru

orice (x,y,z) e R®.
in cele ce urmeazad se pune problema aflarii punctelor de extrem cu

legaturi pentru o functie cu n variabile, dandu-se algoritmul de rezolvare al
acestei probleme. Problema se formuleaza astfel:



e S& se afle punctele de extrem pentru functia f(x,,x,,...,X,), stind ca
acestea indeplinesc conditiile:
@ (X Xg0eei X, ) =0

092 (X0 X0, %,) =0

@ (X X5y, X,) =0

2°m<n
ox, OX, 0X,,
op, 0, op,
A A —_— —= ... —=
3° (2022 ’¢m)¢0; (2002, ’(p’"): ox,  0x, X,
A(Xys Xgyeer X,y ) A(Xy Xy, X,y )
OPn 0Py 0P,
ox, 0X, oX,,

Conditiile din aceasta problema mai poarta denumirea si de legaturi pentru
puncte de extrem. Pentru a rezolva aceasta problema se urmareste urmatorul
algoritm:

1° Se construieste functia lui Lagrange:

G( Xy Xpseees Xy Ay Ay Ay ) = f(X1,X2,...,X,,)+i/11¢1(X1’X2""’Xn) =F(x)

unde 4, i=1m sunt variabile noi si poarta denumirea de multiplicatorii lui
Lagrange. ()_(z(x1,x2,...,xn)).

2° Se determina punctele stationare ale functiei lui Lagrange.
3° Fie (@y,@y,-.,8,, 4y g 4y, ) UnUl din punctele stationare ale functiei lui

Lagrange (punctul (a,a,.....a,)este punct stationar al functiei f(x)). Se afld
diferentiala d*F (X) (F(X)=®( Xy, Xp.ee, X fhys Moo iy ) ).
de(a,a,,...,a,)=0

do,(a,a,,...,a,)=0
4° Se rezolva sistemul .(02( v

do,(a,a,,....a,)=0
dx

m+1tra M

in care necunoscute sunt dx,,dx,,...,dx,,,dx
Se exprima dx,,dx,,....dx,
dx dx

m+17°°") n-
5° Cu aceste valori se vine in diferentiala de la punctul 3° in care se
inlocuiesc gi X, X,,...,X, Cu a,,a,,...,a, $i se obtine urmatoarea egalitate:

in functie de celelalte necunoscute



d’F(a,a,...a,)= Y adxdx;
i,j=m+1
care este o forma patratica.
6° Acestei forme pétratice i se aplicd teorema lui Sylvester pentru a decide

natura punctului stationar (a,.a,,...,a, ). Daca z a,dx,dx; este pozitiv (negativ)
ij=m+1

definita punctul (a,,a,,...,a,) este punct de minim (maxim) al lui f(X)ce verifica

legaturile.

Observatia 7.3.5. Etapele acestui algoritm sunt prezentate pe larg in
capitolul 8 paragraful 5.

Exemplu:

Sa se afle paralelipipedul de volumul maxim ale carui dimensiuni sunt
supuse conditiilor:

X+y—-z=4
{x—y—z=8
Rezolvare:
Din punct de vedere matematic problema mai poate fi enuntata si astfel:
Sa se afle punctele de extrem ale functiei f(x,y,z)=x-y-z care
indeplinesc conditiile:
X+y—-z=4
{x—y—z:S
Pentru rezolvarea acestei probleme se foloseste algoritmul prezentat.
1° Se construieste functia lui Lagrange:

b(%.¥,2,2, ) =F(X,y,2)+ 4 - @,(X,y,2) + 4, (X,y,Z) sise obtine:
$(xy.z)=x-y-z+ 4 (X+y—-z-4)+ A, (x-y-z-8)

2° Se determina punctele stationare ale acestei functii, rezolvand
urmatorul sistem:

%

0X

%:o yz+A,+4,=0
v xXz2+A4,-4,=0
%:O = xy-4,-4,=0
04 x+y-z-4=0
8_1120 x-y-z-8=0
% _g

0%,



x=3
y=-2

z=-3
=%
=-1%

Deci functia lui Lagrange admite un singur punct stationar si acesta este
(3 -2,-3 3 —1—5j

Solutia acestui sistem este:

2 2
3 15 3.3 3 15
3 F(x,y,2)=¢| X,y, 2> —— |=X-y - Z+=X+—y-7z-6-—x
(y)¢(y22)y+2+2y2 2 7
+1?5y+1752+60==x-y~z—6x+9y+6z+54.
Acestei functii 1i aflam diferentiala de ordinul I1.
2 2 2 2 2 2
sz(x,y,z):a,;_dx2+aCdy2+afdzz+26Fdxdy+28Fdxdz+26dedz
00X oy 0z oxoy 0xoz oyoz

Deci d*F(x,y,z) = 2dxdy + 2dxdz + 2dydz .
4° Se rezolva sistemul
de,(3,-2,-3)=0 dx +dy —dz=0
{dgoz (3-2-3)=0 {dx —dy-dz=0
2dx-2dy =0=dx=dz

2dy=0=dy =0

Se inlocuiegte dy =0 si dz=dx x=3, y=-2; z=-3 in diferentiala de
la punctul 3° si se obtine

dZF(3, —2,-3) =2dxdz = d2F(3,—2, -3)= 2dz* = d2¢(3,—2, -3)>0
rezultd ca punctul stationar determinat este un punct de minim al functiei
f(x,y,z)=x-y -z ce verifica legaturile date.

4. Exercitii rezolvate

Exercitiul 7.4.1. Folosind definitia derivatei sa se calculeze derivatele
urmatoarelor functii:

a) F(x):( X +x+/x,

cos” xj



b) F(x)= (arccos;,arctg LJ
1+ x? 1-x

Rezolvare:

Se observa ca functiile date sunt functii vectoriale de variabila reala de

forma F(x)=(f,(x),f,(x)). Derivata functiilor are sens numai in domeniul de
definitie. Daca x, este un punct al domeniului de definitie, atunci se stie ca F(x)
este derivabila in acest punct daca exista si este finita

lim F(X)_F(XO)

X—>Xg X — XO

a) F(x)= (£ (x),f,(x)) unde £2(x) =\ x+Vx+¥x i f,(x)=—

cos” x
D =[0,00)N {R\{ +k7zH - R?
2 keZ

FOO)=F(Xo) _ i (fsu zas(xo)fz(x)—fz(xo)]

si aceasta limita este F'(x,).

Fie x, e D lim

X X=X, X=X X—X, X=X,
f2(x)—f> \/x+\/x+ \/x0+1/x0 xO
Iim—
X—Xq X—XO Xﬁxo
1 1 1 . - . s y
=== + = +— (cifrele indice superior reprezintd numarul
23(x,)  267(x,) " 2f(Xp)
radicalilor)
1 1
. hL(x)-f,(x . cos"x cos" x 1 . cos" x, —cos" x
jim 200 =H(X0) _ iy ¢ =———Ilim -0 =
X=X X=X, X=Xo X=X, cos” x, x>% cos” X(X —X,)
nsinx, _
=——"0.cos"" x, = n-tgx,
cos” x,

Deci IimM:(li L n- 9%, j:>

% X=X, 24 (x,) cos” x,

pery cos” X,
Cum x, a fost ales arbitrar in domeniul de definitie rezulta ca

( i ntgx, J

f(x) cos” x

Observatie. Se poate generaliza luand f1”(x)=\/x+\/x+...+«/;

&1 () cos” x

radicali si atunci F'(X):GZ 1 ntgx, J



b) F(x)=(f,(x),f,(x)) unde f(x)=arccos fz(x)zarctg%

X
V1 x?’

F:D=R, - R%.

Fie x, R, . Atunci ——°_ [0,1) si —©

J1+x2 1+ X%,

e [0,1)

|imM: lim f(X)—Fi(Xo) H(x)=1,(X,)
X—>Xg X — XO X—Xp X — Xo ’ X— XO
arccos _X —arccos Xo
° |imM:|im 1+X2 \I1+X§ '
X—Xo X—XO X=X X—XO

Se stie ca arccos o —arccos f = arcsin(f —V1-a® —ay1- %)
(V)e, B €[0)).

arcsin Z_XO _
— 1+ x5 )(1+ x
Deci lim 1) "hX) _ )ty L
XX X — X, X=Xo X=X, 1+ X,
¢ ¢ arci‘g1x—arctg1 Xo
. IimM:Iim +X tXo
X—>Xq X — XO X—>Xq X — XO
Se stie ca arctga — arctgp =arctg1a_'3 (V)a, p>0.
+ B
X — X,
£(x)=1,(x.) " e + (14 )1+ x,) 1
Deci lim 22222207 — _ |im g 07 — - =
XX X=X, X=X X=X, 1+ 2x, + 2X,
Deci
IimM: 1 - 1 =
X X=X, 1+ x5 1+ 2x, +2x;

\ ~1 1
F(Xo): 1 2 2 |-
+Xx; 1+2x, +2x,

Cum x, a fost ales arbitrar in domeniul de definitie rezultd ca

-1 1
F'(x)= , )
(%) [1+x2 1+ 2x +2x2}




Exercitiul 7.4.2. Fie £, :[a,b] >R  k=0,m functii continue pe [a,b] si
derivabile pe (a,b) sia< x, <x, <...<Xx,, <b.Sa se arate ca existd & e(x,,x,,,)

&) f(E) o £(E)

k :m—_—] a.T. fO (‘X1) f; (‘X1) fm(.x1) — O
fO (Xm) f1 (Xm) fm(xm)
Rezolvare:
Se considera functia
fo(x) f(x) - F.(x)
F(X) — fo (.X1) f1 (.X1) fm('X1)

fo (Xm) fi(Xp) - fo(Xy)
Se observda ca F(x) este o functie Rolle pe intervalul [x,,x,,,]
(V) k =1,m—1. Deci existd & e (x,,X,,,) ai F'(£)=0.
Dar daca D(x) = ‘ (X)

osisn unde f;(x) sunt derivabile, atunci D(x) este o

functie derivabila. Se noteaza DL,. (x) functia ce se obtine din D(x) prin derivarea

liniei i. Atunci D'(x)=>"D, (x). Tinand cont de acest rezultat, rezultd ca F'(x)
i=1

fo(x)  f(x) - f(X)
este F'(x)= fo (:X1) f (:X1) o (:X1) si exercitiul este rezolvat.
fO (Xm) f1 (Xm) fm(xm)

Exercitiul 7.4.3. Fie F:R — R? F(x):(cos(axirb),sin(axib)). Sa se
arate c& F(x) este indefinit derivabila si sa se calculeze F™(x).
Rezolvare:

Daca F(x)=(f,(x),f,(x)) este indefinit derivabila daca functiile f,(x) si
f,(x) sunt indefinit derivabile si F™(x)=(f"(x),£,"”(x)) (¥) n>1 neN.

f:R—>[-11], i=12 unde f,(x)=cos(axtb) si f,(x)=sin(axxtb) sunt
indefinit derivabile, deci F(x)= (cos(ax +b),sin(ax + b)) este indefinit derivabila.

f (x)=cos(ax £b); f, (x)=—asin(ax + b)=-acos(ax+ b +%)

f (x)=a’sin(ax+b +g) —a’cos(ax*b +27”).



. x nz y
Se observa ca ﬁ(”)(x):a"cos(axib+7). Se presupune aceasta lege

o . . . . 1 n+1
adevarata si se demonstreaza ca f1(”+ )(x) =a""cos(ax+tb +T 7).

f1(n+1)(x) _ (ﬁ(n)(x))' _ {an -cos(ax +b+ %):| =_g™. sin(ax +b+ %) =
=a"".cos(ax+ b+ (n +21)7Z) :

Deci conform inductiei rezults ca ﬁ(”)(x):a”cos(axibJrn?ﬁ) (V)neN.
Analog se procedeaza cu f,(x) si se obtine £, (x)=a" sin(axib+n7”).

Deci F(x)= (a" -cos(ax+b+ %T),a” -sin(ax+ b + %T)j :

Exercitiul 7.44. Fie D={xeR|ax+b>0} si F:D—>R? unde

F0-{ 75

,In(axib)j.

Sa se arate cd F(x) este indefinit derivabila si sa se calculeze F(x).
Rezolvare:

Functiile f,(x)=

si f,(x)=In(ax+b) sunt indefinit derivabile, deci
axtbh

functia F(x) este indefinit derivabila si F™ (x)=(f" (x),£,"(x)).
— " . 2 " e B . 3
—32’ ﬁ(x):La:a’ ﬂ (X):Lsa‘l,
(axtb) (axtb) (ax+b)
(-1)"-nla"
(ax £ b)™"

f, (x)=

Se presupune ca f1<”)(x) = este adevarata si se demonstreaza

)n+1 . (n + 1)!an+1
(ax £ b)"*?
Intr-adevar:

F000 = (£7(0) =[

ca £ (x)=

. Atunci conform cu

(-1 -nla") (=" (n+ 1)
(axtb)™" | (axtb)™?

T . . o(n -1)"-nla"
rincipiul inductiei " (x _ (N -nta”
Prinei ol f7(x) (ax +b)™

, a " —32 1-2'333
f, (X)=m; f, (X)=m; f, (X)=m,---,



_\n+1 | _1\la"
Se presupune ca fz(”)(x)z( )" -(n-1)la

este adevarata si se

(ax+b)’
_A\+2 | ) gn+1
demonstreaza ca fz‘””’(x):( 1) ”-31
(ax+b)™
Intr-adevar:
' _n+1. _ |n‘ _n+2. |n+1
R0 = (£7(0) = srn=he | D '8 Asadar conform
(ax £ b)" (ax+b)™
_q\n+1 | _ 1\ 4"
cu principiul inductiei fz(”)(x):( " -(n-MNa (V) eN.
(axtb)"
Atunci 0 (x)=[ CN-nta” ()7 (n-la" )
(axib)”” ’ (aXib)n

Exercitiul 7.4.5. Fie f(x,y,z) o functie omogena de ordinul n, ce admite
derivate partiale de ordinul doi continue.
Sa se arate ca:

2 2 2 2 2 2
x2 L )2C+y2 0 Z +22 0 £+2xy of +2x2-0 f +2yz of =n(n-1)-f(x,y,z).
oX oy 0z oxoy oxoz Yoz
(Relatia Euler de ordin doi pentru functii de doua variabile).
Rezolvare:
Conform relatiei lui Euler se obtine:
(n—1)-xa—f+(n—1)-ya—f+(n—1)-za—f: n(n-1)-f(x,y,z).
oX oy 0z
(1)
Functiile a—fa—f o

, sunt omogene de ordinul (n—1). Deoarece f(x,y,z)
ox oy 0z

este omogena de ordin n are loc egalitatea f(tx,yt,tz)=t"-f(x,y,z). Se
deriveaza egalitatea in raport cu x si se obtine: f (tx,yt,tz)=t"-f (x,y,z)=

f.(tx,ty,tz)=t""-f (x,y,2). De aici rezulta ca S—f este omogena de ordin (n—1).
X

Analog se arata ca v S P sunt omogene de ordinul (n—1). Asadar functiile
Y z
of of

—,— si — verifica relatia lui Euler gi se obtine:
ox oy 0z

o%f o%f o%f
X—5+Yy +z

oX oxoy  0xoz
(2)

o°f , 0°f o°f
X +y > +Z

oyox oy o0yoz
(3)

=(n-1)-f.(xy,2)

:(n—’l)-f;(X,y,Z)



o°f o°f o°f
X +y +z
0zZoX o0zoy 0z*
(4)
Inmultind relatia (2) cu x, relatia (3) cu y, relatia (4) cu z, adunand relatiile
obtinute si tindnd cont de relatia (1) se obtine
2 2 2 2 2 2
x2 2 '2c+y2 0 Z 1220 f +2Xy of +2xz0 f +2yz T _ n(n-1)-f(x,y,z).
oX oy 0z* oxoy 0xoz o0yoz
Observatie. Daca functia f(x,,x,,...,x,) este omogena de ordin n si
admite derivate partiale mixte de ordinul doi continue atunci

ZX o +22 e =n(n-1)-f(X,X,,.... X, ).

k+#j

=(n-1)-f,(x,y,2)

Exercitiul 7.4.6. Fie f(x,,x,,....,x,) = L . Sa se calculeze:

2 2 2
\/x1 + X5+t X,

n

2 2
zxza 423 xx, 21

poy OX, ax

Rezolvare.
Se observa ca functia este omogena de ordin n=-1. Conform cu

n 2 2
exercitiul 7.4.5, > x¥— of > +2) XX, ot 2 .
o oxg = oxox \/Xf+x22+...+x§
X2
Exercitiul 7.4.7. Fie f(x,y)=arcsihn—————. Sa se arate, folosind

VX2 +y?
definitia derivatelor partiale ca f(x,y) este derivabila partial in raport cu x si n in

raport cu y in orice punct (x,,y,) € R ** si s se calculeze orx.y) Si af(x,y).

oX oy
Rezolvare:

e f(x,y) este derivabilda in raport cu x in punctul (x,Yy,) daca
lim f(X.¥o)=1(X5, ¥o) existd si este finita si aceasta limita este chiar M
X=Xo X=X, 0X

arcsin-——— arcsinL
X2+ X2 +yt
jim XYo) =M o) _ Yo 0o Yo  ge stie ca
X—>Xg X XO X—>Xp X XO
arcsina—arcsin,B:arcsin(a\/1—,6’2 —B1-0%) (Y)a,fe(01). Se observa ca
XO

(V) (X0 Yo) e R* c(0,1).

2 2
VXo T+ Yo



Yo
JOC+y5)0G +y5) _ xE+ye

arcsin(x — x, )-
f(X,y,)—f(X0,¥0)

Deci lim = lim
X=X X — XO X—>Xg X — XO -yO
Deci aceasta Ilimita exista si este finita,

ceea ce arata ca functia
2

X
VX% +y?

of(X0.¥o) _ X +¥o

f(x,y)=arcsin este derivabila partial in raport cu x in (x,,y,)#(0,0) si

Cum

(Xo,¥,) a fost ales arbitrar se obtine:
oX Yo
o(xy) X +y°
oX y
arcsin(y, —y)-x 2 ZO 2 2 2 2
e lim ()= ¥o) iy VO +V3)6 +y°) _ xe 4y .
Y—-Yo y — yO Y—=Yo y _ yo XO

Cum (x,,¥,)#(00) limita exista si este finitd, ceea ce aratd ca functia
2
f(x,y)=arcsin

—— este derivabilda partial in raport cu y si
VX% +y?
2 2
6f(x0,y0)=_x0+y0. Cum (x,,Y,)#(0,0) a fost ales arbitrar rezultd ca
oy X,
of(xy) X +y’?
oy X

Exercitiul 7.4.8. Sa se calculeze derivatele partiale indicate pentru fiecare
functie in parte:

a) 0 f(x1,x2n,...,xn); f(x1,X2,---,Xn)ZCOS(Zakaj
x| k=t

b) 0 f(x1,X2n,...,Xn); f(x1,x2,...,xn):sin(Zakxkj
x| k=1

C) 0 f(X1,X2n,...,Xn); f(X1,X2:-"’Xn): n 1
ox| RS

k=1

d) 0 f(x1,xi,...,xn); f(x1,x2,...,x,,)=In(Zakaj

ox! k=1

]

Pentru aceleasi functii sa se calculeze derivata

Rezolvare:

Se noteaza x =

(X4, Xoses X))

0" (Xqy Xy X))
ox;'ox}’




a) orx) _ -a; Sin(zakxk} =14, COS(Za"X" +%j
=

15).4

i k=1 =
02f(x) 2 . [ V4 2 4 V4
=-a’sin a x, +—|=a’cos ax, +2-—
6X,-2 i ; k™ k 2 i ; k™ k 2

. 0"f(x & T . .
Se considera ( ):a,” cos Zakxk+n-§ si se demonstreaza ca

ox; k=1

1

0" 'f(x) 1 n n
=a’"'cos| Y a x, +(n+1)=]|.
aX-nH i ; k™ k ( )2

1

Intr-adevar

nHlery, ngry, n n
0" f(x) _ 0 [6 f(X)J:—a,”” sin(Zakxk+n%}=af“cos£2akxk+(n+1)%}.

ox™  ox, | ox] pa e

1

Atunci conform principiului inductiei aaf(f)za,”cos[Zakxk+n-%]
X; k=1

(V) neN™*.
b) Se rationeaza analog ca la punctul a) si se obtine:

o"f(x) ., . (& T
——2=2a/ sin ax +n-—|(v) neN”*

ox, i (; k%K 2} (V) ne

of(x) —a,  0%f(x) 1.2a>  9%f(x) -1-2-3a°
C) = > = 3 =

oX; n 27 ox: n 37 o] n 4
k=1 k=1 k=1

O"f(x) _ (-1)"-nlay

8X,-” n n+1
Z akxk
k=1

n+lgr s _q\n+1 I ‘,7+1
demonstreaza ca & 1(X) _ N -(n+1)'a

n+1

ax,- n n+2
Z ak Xk
k=1

este adevarata si se

Se presupune ca

Intr-adevar:

o™f(x) _ @ [a”f(})} (=N)"-naf | (=N (n+1)a)

axpﬂ 6X- 8X," n n+1 n n+2
Zakxk Zak Xk
k=1 k=1

"f(x _1\" . nlg”
Atunci conform principiului inductiei 0 f(x): (=1)"-nla,

n

ax,- n n+1
z ak Xk
k=1

X;

(V) neN*.




8f(x) ai i i

d) 0%f(x) ~a?  %(x) 128}

oX; T ©oox? Tl 27 ax? n 3
Zakxk [Zakka (Zakxkj
k=1 k=1 k=1

o"f(x) (=)™ -(n-1)a’

X' - n n

(Zo)
k=1

an+1f()_() ~ (_1)n+2 . n!a;'l+1

n+1

5X,- n n+1
DX,
k=1

Se presupune ca este adevarata si se

demonstreaza ca

Intr-adevar:

o"'f(x) 0 [a"f(})]_ (=™ (n=1a’ | (~N"2.nla
ox™ x| ox" ) n n (o et
k=1 k=1

ngl'y _\n+1 . —_1\1a"
Atunci  conform  principiului  inductiei 0 f(x)=( N -(n-1'a

Xj

ox; n 5
Zakxk
k=1
(V) ne N*.
Tindnd cont de faptul ca 0TI | o7 | 0T(x) se rationeaza in mod
oxjoxi"  oxi"\ ox!
asemanator cum s-a rationat la punctele anterioare si se obtine:

O""F(X)  _n m z ~
a) ———~>=a; -a; -cos ax, +(n+t+m~—| (V) hmeN*
) 8X,"8ij i J (kz;‘ k™ k ( )2] ( )

O"F(X)  p w2 w
b) ————=a/-a7 -sin| » a,x, +(n+m)—| (V) nmeN*
) axlnaxjm i J (; k™ k ( )zj ( )

nEmE (e -N™" . (n+m)la’-a”

o 2N _ N n)m,z I (¥) mmeN*

OX;' - OX; n o

Zakxk
k=1
mmecey (=12 (n+m—-1)la -a”

d) o mf(x) _ (=1 ( \a/ -a; (¥) mmeN*

n m n+m
OX; - OX; [ia . J
k™ k
k=1

Exercitiul 7.4.9 Sa se calculeze derivatele partiale indicate pentru fiecare
functie in parte:



a) 8 f(X.],in,...,Xn); f(X1’X2,'“,X”)=(zakxl?}'ekz1akx,(
OX| k=1
b) 8 f(x1,X2:---’Xn); f(X1,X2,---an)= zakX,? 'ln Zakxk
ox; k=1 .
i Zakxk
o) STXuXaraXn) gy 0 x )=
oX| D bx,
k=1
d) 0 f(X1,X2:---’Xn); f(X1,X2,---an)= Zakx,f -sin zakxk
OX; k=1 !
Rezolvare:

Se noteazd x =(X,,X,,...,X,) si f(x)=u(x)-v(x)
Conform cu formula lui Leibniz pentru derivata de ordinul n a produsului
- = - _O"f(x) & ., du(x) 8" 'v(x)
f(x)=u(x)-v(x) se obtine ——== > C . .
( ) (3)-v(x) ’ ox ,ZZO“ "oox ox!

1 1

a) Se observa ca f(x) = u(x)-v(x) unde u(x)= D a.x; si v(x)= =k
k=1

T _ cou(x)-
OX;

0"v(x) Lo ou(x) 8" 'v(x) Lo, d’u(x) 8" *v(x) ey d*u(x) 8" *v(x) _

n OX. ox™! T ox? ox"2 ox3 ox"3

i i i i i i i

n n
> aex > a X

L iakxk _ Xk _
=C)- > a x;-al-e"  +C3a-x-a"-e  +Cl6a,-x -a' " e+
k=1

n
X ag X

_ _ iakxk 4
+C%6a,-a' % e~ =a"%. e (a,.zZak -x2+3a’-C!-x*+6a, -C>-x, +6C3]

k=1

( Derivatele de ordinul 4, 5, ... ale lui u(}) sunt zero )
o"v(x) (1) -(n-1)a’
ox; '

n n
k=1

observa ca f(x)=u(x)-v(x) unde u(>_<)=Zakx,f Si v(})zln[Zakxkj.
k=1 k=1
Conform cu formula lui Leibniz se obtine:

Se

b) Tindnd cont de exercitiul 7.4.8 d,

n"flx — n,(y v n-1,(v 2,0y n-2.,(v
0"f(x) _ Cou(x)- 0 V(X)+C; du(x) 0 vgx) +C3_8 u(zx)_é ‘n/—(zX)+
ox; ! OX; ox; OX; OX;
3,74 n-3.,/ < n _ n+1. —_ 1\l n
c? 0 u(3x).8 V_(3X) _¢? 'zakX,f'( 1" - (n-1)a, .
¢ ox;’ P



".(n-2)la" 3)la”

_ n-1
+C,1,3a,x,2-( Ll —_ 1Cl6a,x, - (0= ——
(zak 'Xk] (zak 'Xk]
k=1 k=1

N i Gt

n n-3
Zak " X
P

_ (=N (n-4)a
- n n-3
o
>ax X

=@ (n-1)(n-2)(n —3)-—"‘1:1 ~+3a’(n—2)(n-3)C, -

Eoex) Eo)

—6a,(n-3)-C2-—2—+6.C’

Zakxk
k=1

( Derivatele de ordinul 4, 5, ... ale lui u(}) sunt zero )

c) Se observa ca f(}) (x) v(x) unde u x) Zakxk Si v(x) 1
k=t Zb X,

a"v(x)  (=1)"-nlb]

axin - n n+1
D b, - x,
k=1

Tinand cont de exercitiul 7.4.8 c),

Conform cu formula lui Leibniz se obtine: a”f(x) = Clu(x)- ’(;v(nx)
i Xi
8u(x) 0" v x) 4 (=1)"-ntb/ 1 (—1)”‘ (n=1)!b"
+C) - -+Ca ’
8X, 8 ! ; k k [ n n

foon) (g

N (n=1)p"" n
_E=)T 1).:), {—n-b,--Zak-xwa,-Cﬂ,]
(Zbk-ka “
k=1

( Derivatele de ordinul 4, 5, ... ale lui u()_() sunt zero )




d) Se observa ca f(}):u(})-v(}) unde u(}):Zakx,f Si
k=1

v(x)= sin[z akxkj : Tinand cont de exercitiul 7.4.8 b,
k=1

v ):a,.” sin(Zak - X, +n-%).

ox;' k=1

I

Conform cu formula lui Leibniz se obtine: 8;f(nX) =C,‘,’u(§). an"(nx)+
- n-1,0, 2,0y n-2.,7\, 3,7y n-3.,7v
+Cl. ou(x) 0 v(1x) +C2. 0 u(zx) 0 v(zx) £ 0 u(3x) 0 v(3x)_
OX; X[~ OX; x|~ OX; ox;”

1 I I 1 I

( Derivatele de ordinul 4, 5, ... ale lui u()_() sunt zero )

Exercitiul 7.4.10. Presupunand ca ¢ si y sunt derivabile de doua ori sa
se arate ca:

a) x-ﬁ—u+a-y-6—u+ﬂ-z-2—u=n~x~u(x,y,z); u(x,y,z)=e™ -(/)[L i}
z

ox oy x“ x”?
b) x-a—u+y~a—u+z-a—u:0; u(x,y,z):(/)(x,xj
oX oy 0z X z
2 2
c) ng:az-gx—Lz’; u=gp(x—at)+w(x+at)
o’u , 0°u d*u
d) 5 +—=0;
ox oxoy oy
U=x-p(x+y)+y -w(x+y)
o%u o%u o%u
e) X*——+2xy- +y?-——=n(n-1)-u(xy,2);
) X =3 Y ayox Vo (n-1)-u(x.y,z)
oot ot
X X
Rezolvare:
Fie F(Xy, X500 X, ) = F(U (X4, X0 X, ) Uy (X5 X000, X)) atunci
8F(x1,x2,...,xn):i of U (X, X5, X, )
ox( i ou,; oX,
a) Fie v1(x,y,z):La; vz(x,y,z)ziﬂ
X X
a_u:n_enx_¢+enx 8(0.8V1+a(0.8V2 :n.enx.go_a.enx.%.a_(o_ .e”x.é.a_go
ox ov, ox ov, ox x“" v, x ov,

a_u:enx a¢‘av1+a¢‘avz :enx_ 1 a(/)
oy ov, oy ov, oy



ou

ou 99
oz

x? ov,

enx 8(0 . aV1 + 8§0 . avZ =enx 1
ov, 0z ov, oz

inmultind aceste egalitati cu x,ay respectiv Sz si adunandu-le se obtine:

+

a-e

nx

Yy %9

x“ ov,

Euler

x~%+ay.a—u+,6‘z —~=nx-e™ -« e”X.L.a_q)_ .enx.i.8_¢
ox oy 0 X ov, x? ov,
+o-e™ y .a_¢+ﬂ.e”x z .a_(p—n x-e™ @
X* ov, x” v,
Deci x-a—u+ay~a—u+ﬂz-a—u:n-x-u(x,y,z)
oX oy 0z
b) Fie v1(x,y,z)=x; V,(X,Y,2) Y
X z
ou_0p vy Op NV, __Y Op
ox ov, ox ov, ox  x* ov,
6_u_6go'(9v1+6go'8v2 _1'6(p+1'8(o
oy ov, oy ov, oy X ov, Z 0V,
ou_0p ovy Op OV, Y Op
o0z ov, 0z ov, 0z  z* ov,
inmultind cu x,y respectiv z aceste egalitati si adunandu-le se obtine:
x My M Uy Op YO0,y Op ¥V O _
ox oy 0z X ov, X ov, Z ov, Z oV,
Deci x-a—u+y-a—u+z-a—u:0
ox oy 0z
Observatie. Din u(x,y,z):go(z,xj:>u(tx,ty,tz)=t°-u(x,y,z). Deci
X z
u(x,y,z) este omogena de grad =zero. Conform relatiei
ou ou ou
X-—+y - —+z-—=0.
ox oy 0z
c) Fie v,(x,t)=x—at; v,(x,t)=x+at
ou _ ,8v1+ '8V2——a- ta-y'
ot "ot TV ot poray
azu " 8V’] n 6V2 2 " n
—=-a-¢"—+a-y"—==+a"(p"+
pve " v (p"+y")
. o%u
Deci —-=a“(p"+y"
pve (p"+y")
(1)
a_u— '.%_}_ '.%— T
oX oX v oX i



az_u _ ll.% + ll'% _ ll+ "
o TV T
. 0%u
Deci — = ¢"+y/"
ox2 Zan'4
(2)
. . . o*u ., d . .
Din (1) si (2) se obtine at—2=a el (ecuatia coardei vibrante).
X
d) Fie v(x,y)=x+y

u ol , OV ' .
—EQHX Pty Y ==+ X Pty -y

ox ox ox
ou , OV , OV
— =Xty Y —=X-Pry+y-y

oy oy oy

i— 8—V+ '+ X- aV+ . "-6—‘/—2 +x-p"+y-y"
o Cﬂax(ﬂ (paxyl//ax @ pry-y
az_u_x. ll.a_v+ l.a_v+ l+y. "-8—V_X- ll+2 l+y. n
oy? @ oy 4 oy 4 4 oy p+ey 4
ou_ v

+X' Il'a_v+ l+y‘ ll.a_v_ l+ I+X ll+y n
6x8y¢)ay @ayl// V/ayCDW(DW
Tinand cont de acestea se obtine:
2 2
0 5—2 ou + 8L12 =20+ XQ"+yy"-20'-2y'-2x0" -2y "+ xp"+2y'+yy" =0
OX oxoy oy

o’u ., 0°u ou _

Deci —--2 +—
ox oxoy oy
e) Fie v(x,y):l
8_u—n.x”_1. +x". '.Q.Fy”. 8‘/ =n-x"". _X”‘z.y, '_yn+1. '
oX 4 Y ox ox 4 eV
2 n+ n+
ﬂ:n(n_»]).xn—Z .(D+n.xn—1 .¢l.@_(n_2).xn—3 .y'¢l_xn—2 ¢u@ 2y l//l_ ‘//u _:
ox? OX oX x?
y yn+2
=n(n—1)-x”_2~(p—n-X”_3-y-gp'—(n—2)-x”_3-y-qo'+x”_4-y2-qo"+2-—3-1//'+—4~1//":
X X
y yn+2
=n(n-1)-x"?.p-2(n-1)-x"2.y-¢'+2- X"yt gt Tyt
X X
au av n ,8V n-1 ' n-1 .yn '
—=X"p —+n-y" Yy oy —=x"" gy oy Ty
oy oy oy X
o%u » ov » » ov y" y" ov
=x""o""Z+ntn-D-v": w+n-vi'.w'"=—+n- v+ " — =
o7 coay()yv/ y!//ay x3wxl//8y



= o"+n(n-1) w+n w'+n Wty
X X X X
2 n-2 n-1 n
Deci LZI = X +n(n—1)~y W +2n y z//'+y2 "
X X
azu 6‘/ n- ' n- n av " ' ni n 6‘/
=n- 1(0__)( 2.(0_)( 2.¢.__(n+1).y2.l//_y2.(// —_
oXoy oy oy X X oy
yn yn+1
=n- Xn—2 . ¢|_Xn—2 _(ou_xn—S . y . (0"_(,7 + 1)_2 w'_—3‘l//"
X X
Tinand cont de aceste egalitati se obtine:
2 az du 2 ou n n-1 o Y e
X +2Xy - +y - ——=nn-1)-x"-p-2(n-1)-x""-y-p'+2- WXy
o2 oxoy oy X
y 2 " n-1 J n-1 J y i y 1" y !
+7-W'+2n-x Y- @p-2X"" -y - -2(n+1)- Y25y X" go+n(n—1)-7-

n+1 n+2

+2n-y7-vf+y7-«//':n(n—1)-[x"-<o+y"-w]=n<n—1>-u(x,y).
Observatie. Tinand cont de exercitiul 7.4.5. egalitatea este evidenta

deoarece din u(x,y)=x" -(p[lj +y" -w(lj se obtine
X X
u(tx,ty)=t"{x” -{X}Ly” -u{zﬂﬂ” -u(x,y). Deci u(x,y) este omogena de ordin n.
X X

Exercitiul 7.4.11. Sa se calculeze diferentialele indicate pentru fiecare
functie in parte:

a) f(x,y)=(ax+by)-e™™; df; d*f; d"f

b) f(x,y)=(ax +by)cos(ax +by); df; d*f; d"f

C) f(X y’z):eax+by+cz. df; dzf' daf

d) f(x,y,z)=cos(ax +by +cz); df; d*f; d"f

Rezolvare:
Se stie ca daca f(x,y) este diferentiabila de n ori in domeniul sau de
2 2
definitie, atunci df(x,y):a—fdx+a—fdy; d?*f(x,y) = of o'f of dxdy
oX oy ox*® oy? oxoy

4 o"f
d"f(x,y)=> Cl ————
( y) ; n axkayn,k

Se stie ca daca f(x,y,z) este diferentiabila de 3 ori in domeniul de
definitie atunci:

dxk . dyn—k

df(x,y,z)=§—fdx of —dy + afd
X

oy oz

.¢+

v+



2 2 2 2 2 2
d?*f(x,y,z) = 0 de2+ 0 Zdy +a—£dzz+2 of dxdy +2 of dxdz +2-2 f dydz
oX 0z oxoy oxoz oyoz
3 3 3 3 3
d*f(x,y,z)= 0 de3 +2 Zdy3 +a—£dz3 +3 62f dx*dy +3 0 f2 dxdy? +
oX oy 0z ox°oy oxoy
3 3 3 3 3
+3 82f dx2dz +3-2 f2 dxdz* +3 62f dy’dz+3 0 f2 dydz® + 6 of dxdydz
0Xx“0z oxoz oy“oz oyoz oxoyoz

a) df(x,y)=(ax +by +1)-e™"™ (adx + bdy)
d*f(x, y):(ax+by+2) e (a*dx? + 2abdxdy + b*dy?) = (ax + by + 2)-e™*™ (adx + bdy)?

d"f(x,y)= ZC" e kdxk.dynfk
k=0 6y
Folosind formula lui Leibniz pentru derivata de ordin n a produsului
f(X,y) = (ax+by),eax+by se Obtine w a bn k(ax+by+n) eax+by )
Xx"oy

Deci se obtine:
d"f(x,y)=> .Cy-a"-b" - (ax+by+n)-e™™ .dx"dy"* = (ax + by +n)-e™"™ (adx + bdy)"’
k=0

Deci d"f(x,y) = (ax + by +n)-e™*"™ (adx + bdy)" .
b) Se procedeaza analog ca la punctul a) si se obtine:

df_g—fdx 8—fdy [acos(ax + by)+a(ax + by)-cos(ax + by +— )]dx+
X oy

+[bcos(ax + by)+ b(ax + by)-cos(ax + by + %)]dy =
=cos(ax + by )(adx + bdy)+ (ax + by)-cos(ax + by + %)(adx +bdy) =
=[cos(ax + by)+ (ax + by)cos(ax + by + g)](adx + bdy)

Deci df(x,y)=[cos(ax +by)+ (ax + by)cos(ax + by + %)](adx + bdy)

2 2
ot dxdy + 0 Z
oxoy oy

2
2f(X,Y)=§—ZdX2 +2 dy? =[2a” cos(ax + by +%)+
X

a’(ax+by)-cos(ax+by +2- %)]dx2 +[4ab-cos(ax + by + %) +2ab(ax + by)-

.cos(ax +by +2 -%)]dxdy +[2b% cos(ax + by + %) +b?(ax +by)-cos(ax + by +2- %]dy2 =

=2cos(ax + by + %)(adx +bdy)? +(ax +by)-cos(ax + by + 2%)(adx +bdy)* =



=[2cos(ax + by + %) +(ax+by)-cos(ax+ by +2- g)](adx +bdy)?
Deci

’f(x,y) =[2cos(ax + by +%)+ (ax + by)-cos(ax + by + 2-%)](adx +bdy)?

d"f(x,y)= ZC" of

kayn -k
k=0

Folosind formula lui Leibniz pentru derivata de ordin n a produsului
(ax + by)cos(ax+by)=1f(x,y)

0"f(x,y) _

ox oy ¥

ka . dyn—k

a’ -b"“[(ax +by)-cos(ax + by + n%)+ ncos(ax + by +(n - 1)%]
Deci d"f(x,y)=[(ax + by)-cos(ax + by + ’%ﬂ) + ncos(ax + by +(n - 1)%]

. Chrakb" ™ dx* - dy"™".

k=0

d"f(x,y)=[(ax + by)-cos(ax + by + %[) +ncos(ax + by +(n— 1)%](adx + bdy)"

c) df(x,y,z)= a—fdx+a—fdy + Xz

oX oy 0z
— eax+by+cz . adX + eax+by+cz . bdy + eax+by+cz . CdZ —
= ™™ (adx + bdy + cdz)
df(x,y,z)=e>™** .(adx + bdy + cdz)

2 2 2 2
d*f (xy,z)_af dx? + afdyz a—fdz +2 of dxdy+28fdxdz+26f
ox? oy? 0z* oxoy 0x0z o0yoz

dydz =

= ™+ (g%dx? + bPdy” + ¢*dz? + 2abdxdy + 2acdxdz + 2bcdydz) =
= @™+ (gdx + bdy + cdz )
d*f(x,y,z)=e® ™ (a%dx® + bidy* + c*dz® + 3a’bdx?dy + 3ab’dxdy? + 3a’cdx’*dz +

+3ac’dxdz?® + 3b*cdy?dz + 3bc*dydz® + 6abcdxdydz)
Deci d*f(x,y,z)=e>™* .(adx + bdy + cdz)®
Observatie. d"f(x,y,z)=e™"™** .(adx + bdy +cdz)" - aceastd egalitate
se poate demonstra prin inductie.
d)
of

df(x,y,z)=2—fdx 5dy+2—£dz cos(ax +by +cz+— )(adx+bdy+cdz)



2 2 2 2 2 2
d?*f(x,y,z) = 0 de2+ 0 Zdy +8_de 129 f dxdy +2 of dxdz +2-2 f
oX oy 0z* oxoy oxoz o0yoz

dydz =

=cos(ax+by +cz+2— )(a dx? + b?dy? + c?dz? + 2abdxdy + 2acdxdz + 2bcdydz) =

=cos(ax+by +cz+ 2%)(adx +bdy +cdz)?.

3 3
555 (Xy’z)_af oxo+ gy 0°f o%f

3
- afd 43 dx?dy +3
ox® oy 0z° ox*oy oxoy
3 3 3 3 3

+3 82f dx2dz +3 -0 f2 dxdz? +3 82f dy?dz+3 0 f2 dydz® +6
0x“0z oxoz oy“oz oyoz oxoyoz

—dxdy? +

dxdydz =

=cos(ax + by +cz+ 377Z)(adx +bdy +cdz)’.

3

Deci d*f(x,y,z)=cos(ax + by +cz + 3772)(adx + bdy + cdz)
Observatie
a) d"f(x,y,z)=cos(ax+by+cz+ %Z)(adx + bdy + cdz)" - aceasta

egalitate se poate demonstra prin inductie.
b) Daca se analizeaza exercitiul 7.4.11 c), d) se poate face urmatoarea
generalizare.

Daca f(x,X,,..., X (Zak xk] este diferentiabila de n ori, atunci

d"f(X,, Xy, X, ) = f(”)(Zak -xk]-(aydx1 +a,dx, +...+adx, )".

k=1

Exercitiul 7.4.12. Sa se calculeze diferentialele de ordinul specificat
pentru functiile urmatoare:

a) F(x, y):f(xz,ﬂ; dF: d%F

b) G(x,y)=glx’,y*} dG
c) H(x,y,z)=h(x+y+zx-y-z) dH; d*H
Rezolvare:

a) dF _%dx %dy

oX oy

Se noteaza u(x,y)=x?; v(x,y)=—

OF _of ou of v _, of 1 of

=t — — =
0X ou O0Xx ov ox ou y ov
oF of ou of ov_ x of

+
dy ouody ov oy y? ov



2 2
sz:a,:dx2+ade +28Fdxdy
oX oy’ oxoy
dF =[2x T 1 T g X gy
ou y ov y< ov
0°F of 1 of \ of o*f ou o*f ov) 1( o°f ou, o*f ov
=|2X—+—— | =2—+2X — —+ — |+ —
ox? ou y ov), ou ou- oOx ouov ox) y ovou 8x ov? ox
2 2 2 2 2 2 2
_2_26f _af +12X6f+18f 2ﬁ 4X8_f4£6‘f+12_612’
y ouov) y\ ovou y ov? ou ou? y ouov y° ov
0*F _ _ia_f 2_x.8_f__ o*f 6u+62f ov ga_f x* o°f
oy? y?*ov), y* ov y*loveu oy ov? oy ) y®ov yt av?
OF (L x o) __ 1 o x(&F au of v 1o 2 0 x of
oyox y? ov) —y* ov y? oveu ox | ov? ox y2 v y? auv yd ov?
Deci
2 2 2 2
d°F = 2i+4x2-a'; X O A O e [ 2X O X O e
ou ou y ouov y* ov? y® ov y* ov?
2 2
y< ov y? ouov y® o
b) dG(x, y)—ﬁdx+@dy
oy
u=x';v=y*sauu=e"""; v=e""
Eza_g.a_u_ka_g.a_\/:@_g.x.xy+6_g.yx.|ny
OX ou Ox ov ox ou x ov
0G _09 ou 09 v _09 .y |ny.99. Xy
6y Cou oy ov oy ou ov y
Deci

ou x ov ou o y

c) dH(x,y,z)

ﬁ ax
1504

+ﬁdy+ﬁdz
oy oz

Senoteaza u=x+y+z,v=x-y-z

oH _ oh
o ou
oH _oh
oy ou

ou oh ov oh
+

- _._:_+y
OX OV 0OxX ou
ou oh ov_

oy 6_v'8y ou

oh
—+Xz-

oh

6v
ah

av



oH _oh 6u+6h ov 6h Xy oh
0z ou oz ov oz 8u ov
dH = (ah yz- %]dx+(%+xz a—h)der(ah Xy - %]d =
ou ov ou ov ou ov
= ch (dx +dy + dz) + ch (yzdx + xzdy + xydz)
ou ov
2 2 2 2 2 2
d?H(x, y,z)_a H x2+%dy2 0 Hdz 120 H dxdy+2a H dxdz+ 22 H dydz
oy 0z? oxoy oxoz o0yoz
0*H (oh ohY _ o%h ou, 0*h ov 0*h ou 0°h ov
= —tyZ— —+yz —t | =
ox ou ov ), ou? ax oudv  ox ovou ox ov® ox
_82h+2yz o°h +y2z? 8h
ou? ouov ov
0°H (ah ah) 0*h ou 9°h ov (azh ou 9%h av]
5 XZ— S+ — 4 XZ C— | =
oy ou ov), ou 6y ouov oy ovou oy ov°® oy
2 2 2
:af2’+2xzah+xzz2 8h
ou ouov ov
0°H (6h 6hj o’°h ou  o°h ov o°h ou o*°h ov
= | Xy — S+ C—+ Xy C— - — | =
0z ou ov), ou® 0z ouov o0z ovou 0z ov° o0z
o’h o°h o%h
= 2x +x%y?.
ou? Y Guov Y
0%H (ah ahj' o*h ou @*h ov _oh [ O*h_ou  &%h avj
=|—+yz—| =—5 — —tZ—+yZ —
oxoy ou ov), ou® oy ouov 0oy ov ovou 6y 6v oy
_oh +(XZ + yz) o°h +z~@+xyz2 h
ou’? ouov ov ov?
0°H (oh _ _oh) _a*h ou _*h ov _ oh 0*h ou  o*h ov
+tyz—| =—5 — —ty—+yz :
oxdz  \ou ov), ou® 0z ouov 0z ov ovou 62 ov? oz
_oh +(xy + yz) o°h +y-@+ xy’z- o°h
2 dudv ov ov?
0°H (8h éhj o°h 6u o%h ov oh 0°h ou 0°h v,
XZ— S —+ X—+ XZ C—+
oyoz ou ov ou? oz auav 0z ov ovou o0z  ov? oz
= 82h+(xy+xz) oh +X- @+x yz - o'h
ou’? ouov ov ov?




0°h 0’h

d’H = a—z(dx+ dy +dz)+ e [2yzdX +2xzdy’ + 2xydZ +(xz + yz)dxdy + (xy + yz)dxdz+
u uov

0%h
ov?

+ 2—h(zdxdy + ydxdz + xdydz)
v

+(xy + xz)dydz] + [y?z%dx? + x*z%dy? + x*y?dz?* + xyz(zdxdy + ydxdz + xdydz)] +

Exercitiul 7.4.13. S& se calculeze punctele de extrem ale functiilor:
a) f(xy)=xy In(x*+y*); (x.y)#(0,0)

b) f(x,y)=sinx+cosy +cos(x-y); (x,y)e[O,%]x[O,%]
c) f(x,y,z)=xy’z(a-x-2y-3z); a>0

Rezolvare:
a) Se determina punctele stationare ale functiei f(x,y) rezolvand sistemul:
of 2 2 2X2y 2 2 2x°
o n(x? + + =0 In(x“ + + =0
oX 0 |yin ) x?+y? y)int v) x?+y? x=0
o _o 2, 2y, 2xy° 2y* ~ly-o
= x-In(x* + + =0 2 4y? =
2
In(x? +y2)+%=0
x=0 y=0 X +y
sau {In 2 _g sau {Inxz 0 sau o2
y'= B In(x2+y2)+%=0
X“+y

A,(0,0) nu convine, A,(01); A,(0,-1); A,(10); A.(10) ultimul sistem este

X=y sau 1~ 7Y . De aici se obtin A, 1 ,
In2x = -1 In2x = -1 ,

2¢’2e
A1) a1
2e 2e 2e 2e

Se cerceteaza care din aceste opt puncte stationare sunt puncte de
extrem. Cercetarea se face pentru fiecare punct in parte. In continuare se

cerceteaza A7[2i, L ]

echivalent cu sistemele {

e’ 2e

o*f  2xy(x*+3y?)
x> (X% +y?)
o*f  2xy(3x* +y?) B =2
62: ())/(2+ 2)}2/ =82 =2
y Y a a, =—-1-In2
o*f  o°f 2x(x* +y*) 7o

= =In(x* +y*)+=——57
Oxoy  0yox (x“+y°)




a, a
11 Gp =4-(1+In2)* >0 deoarece 1+In2<2.
—In2 -2

| 2 -1-In2
11

aZ1 a22

Conform cu Propozitia 7.3.3 (teorema Sylvester) punctul A{zi,—zi)
e 2e

este un punct de maxim local al functiei f(x,y).
Analog se cerceteaza celelalte puncte.
b) Se determina punctele stationare ale functiei f(x,y) rezolvand sistemul:

U | . 7
OX cosx—sin(x—-y)=0 cosx =siny COSX =COS| —— )
of —siny+sin(x—y):O:> cosx:sin(x—y):> 2 =
a—=0 cos x =sin(x —y)
y
y=—x+£+2k7r y=—x+£+2k7r
= 2 = 2 sau
COS X = —COS2X cos x =—1
y=—x+£+2kzr X=-7+2kr x=21+2kn x=5—ﬂ+2k7z
12 T o sau sau
cosx = y=m5terr y:%+2k7z y:—%+2k7r

Singurul punct stationar care satisface conditiile initiale adica este din
[0,%]x[0,%] este A(%,%j.

Se cerceteaza daca este sau nu punct de extrem

o°f :
— =-sinx—cos(x-y) 1+4/3
oX a, =~
2 2
o°f
5 =—COSYy —COS(X—Y)=> 18, =—1
oy 1
=8y =4
=cos(x — 2
oxoy (x=y)
1+43 1
- 5| 1443 1 3-1
2 2| AoBT,
1 1 2 4 4
2

Conform cu Propozitia 7.3.3 (teorema Sylvester) punctul A(%,zj este un

punct de maxim local.
c) Se determina punctele stationare ale functiei f(x,y) rezolvand sistemul:



o,
X y?z®(a-x-2y-3z)-xy?z* =0
2—f=0:> 2xyz®(a-x—-2y -3z)-2xy*z° =0

o 3xy?z*(a—x-2y -3z)-3xy?’z°* =0

oz
Din fiecare ecuatie a sistemului rezulta cate doua ecuatii. Cu aceste
ecuatii se pot forma mai multe sisteme. In continuare se considera sistemul

2x+2y+3z=a

0

x+3y+3z=a
X+2y+4z=a

2 2 3 a 2 3 2 a 3 2 2 a
A=11 3 3=7A,=la 3 3=aA,=|1 a 3=a A,=|1 3 a=a
1 2 4 a 2 4 1 a 4 1 2 a
Deci x=3;y:§; z:i.
7 7 7
y y . aaa
Se cerceteaza daca punctul stationar A(;;;) este sau nu punct de
extrem.
62f 2.3 aZf 2 3
Ly . =2yz°(a—2x-3y -3z
P 2y“z ; oxdy yz*( y )
2 2
a—);:2xz3(a—x—6y—3z); or =3y?z%(a-2x-2y —42)
0Xxo0z
2 o%f
272:6xy22(a—x—2y—62); ayaz=6xy22(a—x—3y—42)
2a° 6a° 12a° 23a°
a4 :_7_5’ 22 :_7_57 833 :_7—57 Qp =8y =~ 75
3a° 2a°
843 = ay; B 83 =8y T
_2a°_2a°
a, =_235; 81 G| _ 755 755 _ 42" 1 1 _ 8a'" 20
7° T lay  ay 2a 6a 7°1 3 7
7T




~2a° 23 34’
a,, a, a 7° 7° 7° 2 1 1
noEm 2a°  6a’ 6a° 6a" 423"
dyy Aay a23 il E— — =5 |T " 5% 2 3 2 =—T<O (a >O)
7 7 7 7 7
83 83 dp| | 33° 6a° 12a° 3 3 4
AT L £
. " aaa .
Tindnd cont de Propozitia 7.3.4 (2°), A 7,7,7j este punct de maxim

local.

Exercitiul 7.4.14. Sa se gaseasca extremele ce verifica legaturile
specificate pentru fiecare functie:

a) f(x,y,z) = xy*z°; x+2y+3z=a, x>0,y>0,z>0,a>0
b) f(x,y) = xy; X+y=a

c) f(x,y)=cos® x +cos® y; x—y:%

Rezolvare:
Se construieste functia lui Lagrange:
d(X,y,2,A)=xy’Z> + A(x+2y +3z—-a)
Se afla punctele stationare ale functiei lui Lagrange rezolvand sistemul:

Y, y?z®+21=0
v 2xyz® +24=0
% _, 3xy?z?+31=0

0z X+2y+3z-a=0
% _y
oA
Rezolvand acest sistem tinand cont de faptulca x>0,y >0,z>0,a>0 se
5
obtine x:é; y:i; z=i; 1:3—5.
6 6 6 6

Se calculeazd  diferentiala de  ordinul  doi a  functiei
5

#(X,y,2,A) = xy?z° —%(x+2y+32—a) in punctul A(g%’gj si se obtine:

4 4

a a

6—4dydz + 36—4dzdx

Diferentiind legatura se obtine dx = -2dy —3dz.

Se inlocuieste aceasta in d*¢x si se obtine urmatoarea forma patratica:

2 a* | a* a’
d ¢:2?dy +66—4dz +46—4dxdy+12



4
d2¢ =2 (—6dy? - 3dz? — 6dydz).

6"
De aici rezulta a,, =-6; a,, =-3;, a,, =a,, =—3
a,, a -6 -3
R =18-9=9>0
@y 8p| |-3 -3

Conform cu teorema lui Sylvester, forma patratica este negativ definita
deci A ﬁ,i,é este un punct de maxim.
6 66

b) Se construieste functia lui Lagrange ¢(x,y,1)=xy + A(x+y —a)
Se afla punctele stationare ale functiei lui Lagrange rezolvand sistemul:

9 _,
X y+4=0 A=-X
g—¢:03 X+A=0=ix=y
8y X+y=a x_a
% _g 2
oA

Deci functia are ca punct stationar punctul A(g,g,—gj.

Se  calculeaza  diferentiala de  ordinul doi a functiei
o(x,y)=xy —g(x+ y —a) in punctul A(g,gj si se obtine d?¢ = 2dxdy .

Se diferentiaza legatura si se obtine dx = —dy . inlocuind in diferentiala de

ordinul doi se obtine urmatoarea forma patratica d*¢ = -2(dy)* care evident este
negativ definita.

Deci punctul A(g,gj este punct de maxim al functiei f(x,y) ce verifica

legatura x+y =a.
Observatie. Din legatura se poate explicita y =a—x si se obtine functia
de o singura variabila f(x)=ax —x*. Aceasta este o parabola care admite un

. a
maxim in punctul x ZE'

Deci A[g,g] este un punct de maxim pentru functia f(x,y) ce satisface

legatura x+y =a.
c) Se construieste functia lui Lagrange

#(x,y, 1) = cos® x + cos® y+/1(x—y—%).

Se afla punctele stationare ale functiei lui Lagrange rezolvand sistemul:



99 _
OX —2sinxcosx+4A=0
%=O:> -2sinycosy-4=0
oy
o4 x-y-2-=0
—=0 4
oA
A =sin2x
. . v T
S|n2x+3|n2y:O:Ak(kE,(Zk—ﬂ-z,Oj
oy
Y 4

Se determina diferentiala de ordinul doi a functiei ¢(x,y)=cos® x +cos” y
in punctul (k%,(Zk—ﬂ-%) Se deosebesc doua situatii: k par si k impar.

Pentru k par se obtine d?¢ =-2d*x . Deci in acest caz punctele sunt de

maxim.
Pentru k impar se obtine d*¢ = 2dx”. Deci in acest caz punctele sunt de minim.



CAPITOLUL Vil
FUNCTII IMPLICITE. DEPENDENTA
FUNCTIONALA SCHIMBARI DE VARIABILA

1. Functii implicite
Fie F:DcR* — R. Dupa cum se stie graficul acestei functii reprezinta o
suprafata avand ecuatia:

z=F(x,y), (x,y)eD

(1)

Intersectand graficul cu planul xOy se obtine o multime de puncte, solutii
ale ecuatiei:

F(x,y)=0, (x,y)eD
(2)

Este firesc sa ne intrebam daca aceastd multime de puncte din plan
reprezinta graficul unei functii de o variabila. Dupa cum se stie, pentru aceasta
este necesar si suficient ca orice paralela la Oy sa intersecteze multimea cel

mult TnEr-un punct.

Intr-adevar daca aceasta conditie este indeplinita, notand cu D, multimea
punctelor x, e R pentru care paralela la Oy intersecteaza efectiv multimea intr-
un punct, iar prin ¢: D, — R functia definita prin (p(x) =y, X, €D,,unde y este
ordonata punctului de intersectie, atunci graficul functiei ¢ coincide cu multimea
solutiilor ecuatiei (2).

{(x,go(x))| X € DO} = {(xy)‘ F(x,y)=0, (x,y)e D}

in acest caz spunem c& ecuatia (2) defineste o functie implicita, adica
functia ¢ este definita implicit prin ecuatia (2).

Observatla 8.1.1.

1° Este p03|b|I ca o functie F sa nu defineasca o functie implicita, dar sa
admita restrictii care defineasca o functie implicita.

2° Mai mult ne-ar interesa urmétorul aspect: daca fixam o solutie (2)

(xo,yo) 0 este posibil sa punem in evidenta o vecinatate convenabila a
punctului astfel incat multimea solutiilor ecuatiei (2) din aceasta vecinatate sa

reprezinte graficul unei functii de o variabila?
Raspunsul la aceasta intrebare este dat de urmatoarea propozitie.

Propozitia 8.1.1. (TEOREMA DE EXISTEN'[/:\ S| UNICITATE A
FUNCTIILOR DEFINITE IMPLICIT)



Fie F:AcR®* >R unde A este un dreptunghi cu centrul intr-un punct
P, (X,,Y,) cu laturile paralel cu axele de coordonate. Daca:
1. F(X0,¥,)=0

2. F este continua pe A
3. Pentru fiecare x fixat (din intervalul de pe axa Ox corespunzator lui A

paralele cu Ox) functia y — F(xo, y) este strict crescatoare (sau strict
descrescatoare), atunci exista un interval /cR cu x, in interior si o functie
@:1 —> R cu urmatoarele proprietati:

l. ¢’(Xo) =Yo

1. F(x,(p(x)):O pentru orice x e/

lll. ¢ este continua pe /

IV. daca (x,y)e A si F(x,y)=0 cu x el atunci y = ¢(x).

Functia ¢ este unica functie cu proprietatile (I-1V) pe /.

Demonstratie:

Fie conform enuntului un dreptunghi cu centrul in P, (X,,y,) si cu laturile

paralele cu axele de coordonate ca in figura
A

.
=)

si prin Py o paralela la Oy si se cerceteaza comportarea functiei F in punctele
acestei paralele, adica valorile functiei y = F(x,,y) cand y e J.
Deoarece F(x,,y,)=0 rezulta:

F(Xy,Y,) <0 pentru y <y,

F(Xy,Y,)>0 pentru y >y,

De aici rezultd F(L,)<0.Cum F este continud conform ipotezei 2 rezultd
ca exista /, pe latura inferioara a dreptunghiului cu centrul in L, pe care F este
negativa. In mod analog exista I, pe latura superioara a dreptunghiului cu centrul
in M, pe careF este pozitiva.



Proiectdm aceste intervale pe axa Ox si notam cu /=min{/,,/,} . Fie x el
un punct arbitrar, paralela dupa acest punct la Oy intersecteaza laturile
dreptunghiului in punctele L respectiv M si F(L)<0 si F(M)>0.

Restrictia lui F la aceasta paralela este tocmai functia de o variabila
u—F(x,y), ued, functie continud deoarece F este o functie continua pe A.

Din proprietatea lui Cauchy rezulta ca exista y € J astfel incat F(x,y) =0;

acest punct y eJ este unic determinat de x e/, deoarece in caz contrar am
ajunge la o contradictie cu conditia 3 de stricta monotonie.
Definim functia ¢:/ — R prin go(x):y unde y este deci un punct unic

din J astfel incat F(x,y)=0, deci proprietédtile Il si IV sunt indeplinite.

Dacd x=x, atunci y=y, deoarece F(x,y,)=0, inseamna ca
(o(xo) =y, deci are loc proprietatea .

Sa observam ca ¢ este continua in x,, deoarece pentru orice ¢ >0
existd (x, —J5,x, +5) cu 6 >0 astfel incat oricare ar fi x e(x, —J,x, + ) ecuatia
F(x,y)=0 sa aiba o solutie unicd ye (¢(X0)—8,(p(xo)+8) pentru orice
Xe(X,—08,X +05).

Cu alte cuvinte |x - x,| < & deci |p(x)-o(x,)| <.

Observatia 8.1.2. conditia 2 din Propozitia 8.1.1 se poate inlocui cu
conditia mai slaba ca F sa fie continua separat cu fiecare variabila.

Propozitia 8.1.2. (TEOREMA DE EXISTEN]’A, DERIVABILITATE $lI
UNICITATE)
Fie F:A—> R unde A este un dreptunghi cu laturile paralele cu axele de

coordonate avand centrul in P, (x,,¥,) cu urméatoarele proprietati:
1. F(X4,¥,)=0
2. F are derivate partiale continue pe A

3. Z—F(x,y) #0 pe A atunci existad un interval | cu centrul in x, si o functie
y

@1 —> R avand urmatoarele proprietati:
l. (P(Xo):)’o
Il. F(x,¢(x))=0 pentru orice x e/
lll. daca (x,y)e A si F(x,y)=0 cu x el atunci y = ¢(x).
IV. ¢ este derivabila pe / si:



~ (xo(0)
gD'(X) — _ox 7
& (x0(x)
oy \
(3)
Functia ¢ este unica cu proprietatile (I-1V) pe /.
Demonstratie:
Observam in primul rédnd ca sunt asigurate conditiile din ipoteza teoremei
precedente dupa cum urmeaza:
- prima conditie este aceeasi in amblele teoreme;
- ntrucét prin 2 din Propozitia 8.1.2, F are derivate partiale continue pe
A, din criteriul de diferentiabilitate rezultd ca F este diferentiabila pe A, deci cu
atit mai mult este continua pe A, asa ca este indeplinita conditia 2 din Propozitia
8.1.1.

- din condita 3 a Propozitiei 8.1.2 rezulta ﬁ(x,y);«sO. Se presupune
y

farad a restrange generalitatea ca Z—F(x,y)>0. Prin urmare pentru fiecare x
y

fixat, functia y —» F(x, y) este strict crescatoare, deci toate ipotezele Propozitiei
8.1.1 sunt indeplinite, existd / c R cu centrul in x, i ¢:/ — R cu proprietatile (I-
IV) din Propozitia 8.1.1, deci functia ¢ are si proprietatile I, Il si lll din Propozitia
8.1.2. Conform criteriului de diferentiabilitate F este diferentiabila pe A, in
particular este diferentiabila in (x,,y, ), deci existd «:A > R,f:A — R continue
in (X,¥o) cu a(Xyy,)=B(X,Y,)=0 astfel incat pentru orice (x,y)e A are loc
relatia:

F(xy)=F(XYs) =%(Xo,yo)(y—yo)+a(x,y)(y—yo)

15).4
Luand xel, y=¢(x) avem F(x,(p(x)):o deci relatia precedent3

devine:

(00 (= %)+ S (300 )(0(X) -0 36)) + () (x - ) +
+B(6y)(p(x) - 0(x,)) =0

impartind cu x — x, obtinem:

o(x)-o(x,) __ZI;(XO'VO)JFO‘(X’V)

X=X %
oy (XO’YO)"'IB(X,Y)

Dacéd x — x, rezultd ¢(x)— ¢(x,) deoarece ¢ este continud in X, .

Observatia 8.1.4.



Aplicand regula de derivare a unui cat si regula de derivare a functiilor
compuse din relatia (3) avem:
OF  OF .dy}aF_éF{ o°F ade}
ox* 0oxoy dx |dy ox|oxdy oy® dx

5)

Se generalizeaza Propozitia 8.1.2 la functiile definite implicit de n ori
variabile, astfel:

cﬂ"(X)——[

Propozitia 8.1.3.
Fie DcR" o multime convexa deschisa si F:DxI, >R,

I, =[Yo—kY,+k], k>0 unde FeC, .

Daca:
0
1) Existd (X,,y,) € DxI, astfel incat F(X,,y,)=0

0

2) F este derivabild in raport cu y pe DxI, si F,(X,y)#0

Atunci existd h, >0 astfel incat X[x, — %, +h]x[y, k.Y, +K] = DxI,
si exista f:%[xol. —h;, X, +h,] > 1, cu proprietatile:

b) F(X,f(X))=0 (V)X & X[Xo X, + 1]

1

; f este unica cu aceste proprietati.

oL
xI

c) feC] si f);l_ =—f((—))_:

Aplicatia geometrica

Fie curba data implicit.
F(xy)=0

(5)
Graficul acestei curbe este multimea punctelor (x,y) din plan care verifica
ecuatia (5). Daca sunt indeplinite, in vecinatatea unui punct (xO,yo) de pe curba,

conditiile din Propozitia 8.1.1 rezultd ca pe o vecinatate a acestui punct graficul
coincide cu graficul functiei y =¢(x), mai mult, dacd ¢ este derivabila in x,



atunci, dupa cum se stie, curba admite tangenta in punctul (xo,yo) a carei panta

este ¢'(x). Prin urmare ecuatia

Y=Y =0'(%)(x =)
in care tinand seama de relatia (3) avem:

oF oF
(X_Xo)a_x(xo’yo)+(y_yO)E(XO’yO)=0

Exemple:
2
1) Sa se calculeze dy i day
dx ax
F{sinxs ioosy +5)-0 cu FeC¥(0), D

Rezolvare:

pentru y

definit de

Se noteazd cu: u=sinx+y si v=cosy+x de unde rezultd F(u,v)=0.
Se deriveaza functie de x (tinand cont ca u si v sunt functii de x si y,iar y

este functie de x)
oFou oFov

sau
oF cosx+d—y +ﬁ 1—siny-d—y =0
ou adx ov ax
()
de unde
COSX'%-F%
ﬂ:_ ou__ov _
ax %—siny oF
ou 0

Daca se deriveaza inca o data relatia (*) in raport cu x se obtine:

2 2 2
oF. —sinx+d—)2/ +%- cosx+d—y +2-
ou dx ou ax

i 2

d’y

2

ax ov

F(x-az,y—-bz)=0 unde a,beR, Fe C(”(D) verifica ecuatia a-%+b-

0°F

ouov

0%F _dy\ oF .
—|1-siny - —= —|0-siny-—=—cos
+8v2( Y j+ e y(

dy

ax

y

i

2) Sa se arate ca functia z=z(x,y) definita implicit de ecuatia

a 1-sin -d
ax y

(COSX +—

oz

oX oy

y

ax

% 1.

)+



Rezolvare:
Se noteaza cu u=x-az si v=y-bz rezulta:

( 82] oF 0z OF
1-a-— |- —- b-
oxX ) ou

——=0
O0X ov
.02 OF (1 b%jizo
oy ) ov
deci
0z 1 oF
ox , OF  oF ou
ou ov
0z 1 oF
oy . OF , oF ov
ou ov

Asadar, a- —+b —=1.
oX oy

3) Sa se calculeze dy Si

dx
ecuatia (x> +y2)3 -3(x*+y?)+1=0.
Rezolvare:
Se noteaza F(x,y)=(x +y2)3 -3(x? +y2)+1

g—i=3(x2+y2)2-2x—3-2x=6x[(x2+y2)2—1}

%:S(XZ+y2)2-2y—3~2y:6y[(x2+y2)2—1}

oy
Tinand cont de aceste derivate se obtine:

oF F (x y)
dy _ox __X
dx oF y

- X,

oy %Y)

de unde
dy  _y_x[-X

dy_df x)_ Vg ( yj__xzﬂf2
dX2 dX y y2 y2 2

cd y=y(x))

2
% dacd y =y(x) este definitd implicit de

. (s-a tinut cont



4) Functia y =y(x) este definitd prin ecuatia Inyx*+y? :a-arctgZ
X

2
(a#0). Calculati Z—y si Z }2/ :
X X
Rezolvare:
Se deriveaza ecuatia tinand cont ca y = y(x) si se obtine:
dy
prosms 4
2X +2y L/ ax = 5
ax _g._X
2\/x2+ 2-\/x2+y2 - y’
y 1+ 7

, 9, . d
Se rezolva aceasta ecuatie in raport cu d_y
X

5) S& se arate c& ecuatia F(x,y)=0, defineste implicit pe y =f(x) si sa
se calculeze f'(x), unde F(x,y)=x*+2y+x-(Inx—-Iny)-3.

Rezolvare:
Se observa cé pentru (1,1) se obtine:

1. F(11)=1+2+1-(In1-In1)-3=3-3=0

2. F o X Fap-2-1-120
oy y
De asemenea, exista Z—I; Si % continue in D((1,1);r), r €(0,1).

Deci fiind satisfacute conditile din Propozitia 8.1.3 atunci
(I)1=[1-h1-k]; J=[1+hA+k] si f:1 > J, IxJ < D unica cu proprietatile:

a) f(1)=
b)F(x,f(x))=0

2y — x

O alta problema care se pune in legatura cu functiile definite implicit este
determinarea diferentialelor (de diverse ordine) ale acestora.

Pentru a gasi diferentiala de ordinul inti, doi,... pentru functia y =f(X)
definitd implicit de ecuatia F(X,y)=0 trebuie calculate derivatele de ordinul

intai, doi,... ale functiei y =f(x). Se stie ca

i=1 i y)



1 n Al —_—
—— ) F (x,y)dx,.
F,(%.y) Z ()

Se da in continuare un algoritm pentru determinarea punctelor de extrem
ale functiei y =f(X) definita implicit de ecuatia:

F(x,y)=0.

Acest algoritm are urmatorii pasi:

1. se afla punctele stationare ale functiei y =f(x) care satisfac conditia

Deci df (X)=-

F,(x.y)#0.
Pentru aceasta se rezolva sistemul
F(x,y)=0
F.(xy)=0
F. (xy)=0
2. Fie (X,,Y,) o solutie a sistemului anterior.
o%f (X,
Se calculeazi a, = (%) :
box0x,
3. Se calculeaza determinantii
a11 a12 a1k
A, - 8y, 8y ... @y Ck=Tn
a4 8., ... 8y

Si se aplica teorema lui Sylvester [vezi cap 7, paragraful 3.8].

Exemplu:
Sa se afle extremele functiei z(x,y) definite implicit de ecuatia:

X +y*+72°-2x-2y-7=0

Rezolvare:
Fie F(x,y,z)=x*+y*+2*-2x-2y-T.
F(x,y,z)=0
Se rezolva sistemul {F,(x,y,z)=0 si se obtin solutile (1, 1 3) si
F,(x.y.z)=0
(1.1 -3). Pentru (11 3) se obtine a,, :—%; a,, :—%; a,=a,=0;
1 1

A, = 3 <0; A, = = >0. Deci (1, 1, 3) este punct de maxim.

Analog se cerceteaza cel de-al doilea punct stationar.



2. Sisteme de functii implicite

Definitia 8.2.1.
l. Un sistem de m ecuatii:

F1(X1,X2,---,X,,;y1vy2""’ym) =

0
Fy (X0 Xg0eees X3 Vs Vsenes Vi ) = 0

Foo (X0 Xgees X3 Y1 Yoros ¥y ) = 0
(1)

unde F, (X, Xpsees X3 Y1 Vorees ¥ ) =0, k=1m sunt m functii de (n+m) variabile

definite pe XxY cu X cR", Y « R" se numeste sistem de m functii implicite.
Il. Un sistem de m functii

Vo= (X X, )

Yo =6 (X Xp0ei0s X,,)

Yo =F0 (X0 Xp0ee X))
(2)

de n variabile definite pe Ac X cR" este o solutie a sistemului (1) in raport cu
variabilele y,,y,,...,y, pe multimea A daca inlocuind pe y;, (i=1,_m) in sistem 1l
verifica identic.

Fo( X1 Xgoens X (Xps Xgoes X )esFy (X X, X, ) ) = O

Fm(x1,x2,...,xn;f1(x1,x2,...,xn),...,fm (x1,x2,...,xn)) =0

Observatia 8.2.1. In cazul in care sistemul (1) are pe multimea A o
singura solutie (2) se spune ca functiile f,f,,...,f  sunt definite implicit de sistemul
de ecuatii (1) sau ca sistemul de functii (2) s-a obtinut din sistemul de ecuatii (1)
prin rezolvare in raport cu variabilele y,,y,,...,y,, -

Definitia 8.2.2. Daca F, =F,

i i

(V1s¥are V), i =1,m au derivate partiale in
raport cu variabilele y,,y,,...,y,, pe multimea E atunci determinantul de functii



oF, oF oF,
oy, o Oy,
oF, oF, oF,
oy, O Y
oF, oF, oF,
oy, o, o,

se numeste determinantul functional al functiilor F,F,,...,F, in raport cu
variabilele y,,y,.,...,y,, si se noteaza cu:
D(F.F,.....F,)

D(Yi Yo ¥m)
sau iacobian si se noteaza cu J.

Propozitia 8.2.1. (Teorema de existenta)
Fie EcCR™ si (X¥o)=(X XG0 X057, Yooen Yoy ) €INE i functia
vectoriald F = (F,,F,,...,F,):E > R".

Daca:
1. F(X5,¥,)=0
2. functiile reale F,, (i :1,_m) au derivate partiale continue Zi (1 <j< n),
X .
J
oF, . - C— —
a—' (1< k <m) intr-o vecindtate U xV a punctului (X,,,).
Yk

_ D(F,F,...F,) D(F) o ) _
3. iacobianul =——~ este diferit de 0 in punctul (X,,Y,)
D(Y1Yor¥m) D(¥)

atunci:
|. exista o vecinatate U, xV, alui (X,,¥,) cu U, cR", V; cR" sio
functie vectoriala unicad f(X)= (ﬁ()?),;‘z(i),...,fm()?)):uo -V,
astfel incat y, =7 (X;) si F()? f(x )) =0 pentru orice X e U, .
II. functiile reale f,(x ) f2(>_(),.. f
D

(P
_ D(Xuyz’ ,ym
ax. D(F1,F2,
D(

(X) au derivate partiale




continue pe U, si

D(FFyr--iFn)
o, _ D(ywyz, Y 1,X)
OX; D(F,.F,.....F,)
D(Y1Yzreens¥m)
[ll. daca functiile F,F,,...,F, au derivate partiale de ordinul k pe
U xV atunci functiile f,f,,....,f, au derivate partiale de ordinul k
continue pe U, .

Demonstratie:

Se face prin inductie dupa m.

Pentru m=1 (un sistem format dintr-o singuré ecuatie care
defineste o singura functie reala implicita) Propozitia 8.1.1.

3. Dependenta functionala

Definitia 8.3.1. Daca:

Vo=t (X0 X0 X))y Yo =6 (X0 X000 X, ) s Vi = 1 (X0, X500, X)) sUNE M
functi  reale  definite pe o  multime X cR", functia reala
F =F (X}, X,,...,X,): X > R depinde de functiile f,f,,....f, pe multimea X daca
existd o functie reald de m variabile ®=®(y,y,,....y,):Y cR" >R astfel

incat pentru orice X € X sa avem identitatea:
F(x1,x2,...,xn)E®[ﬁ(x1,x2,... X, )k, (x1,x2,...,xn)]

' n

Exemplu:
Fie functiile
f:R* >R, f(x,y)=x-y
g:R* >R, g(xy)=xy
h:R?* >R, h(x,y)=x*+y?
Sa se cerceteze daca functiile sunt in dependenta functionala.
Rezolvare:
Deoarece (x—y)2 =x*>+y?-2xy = h=f*+2g deci h depinde de f si g
pe R?.
Definitia 8.3.2. Functiile reale y, =1, (X, X,,.... X, ), Yo =6 (X}, X501, X,,)

[RaY' S EEREEY]

Y =F. (X1 X,,...,%,) definite pe X <R” sunt in dependentad functionald pe o
multime A c X daca cel putin una din ele depinde de celelalte pe multimea A.



Propozitia 8.3.1. Conditia necesara si suficientd pentru ca n functii de n
variabile independente:

Vo =f (X0 X000 X, )y Vo =6 (Xp Xgrees Xy ) s ¥ = £, (X4, X550, X, ) definite pe o

multime X c R" cu derivate partiale continue pe X sa fie in dependenta
functionala pe multimea A c X este ca iacobianul

o of o
ox, OX, 0X,,
of, of. of,

D -2 2 . =

(Voo Vo) =|0x, OX, X,

D (X Xy, X,) | . : :
of, of, of,
ox, ox,  ox,

sa fie identic nul pe A.
Demonstratie:
Necesitatea. Pentru n=3.
Y :f1(X1,X2,X3)

Fie 1y, =6, (X, X, X5)

Y3 =f3(X1,X2,X3)

(3)

si sa presupunem ca intre functiile y,, y,, y, avem relatia

qD(YvaYs) =0

(4)

Diferentiind in (4) se obtine:

aﬁd}q _|_6£dy2 +a£dy3 =0

oy, Y, Y

(%)

insa din (3) se obtine evident:

dy, = a—f1dx1 + a—f‘dx2 + a—f1dx3
0X, 0X, 0X,

dy, = a—fzdx1 +%dx2 +a—f2dx3
0X, 0X, 0X,

dy, = %dx1 +a—f3dx2 +%dx3
OX, 0X, 0X,

care inlocuite in (5) si regrupate dupa dx,, dx,, dx, dau egalitatea:
od of, oD of, oD of, o of, oD of, od of,

—+ —+ — |dX, + + + ax, +
oy, 0%, 0y, 0X; 0Oy, OX, 0y, 0X, Oy, 0X, 0Oy, 0X,




od of, od of, oD of,
+ + + dx, =0
oy, 0X; 0Oy, OX; 0Oy, OX,
relatie care trebuie sa fie adevarata oricare ar fi dx,, dx,, dx, si care conduce la
sistemul omogen:
G(Da_ﬁ+ aq)%_k aq)%zo
oy, 0x, 0y, 0x, 0y, OX,
oD of, +8(D of, +8<D of, 0
0y, 0X, 0y, 0X, 0Oy, 0X,
oD of, +8<I> of, +6CD of, 0
0y, 0X; 0Oy, OX; Oy, OX,

N obp 0P o
in care necunoscutele sunt , , .
oy, 0y, Oy,
Asupra relatiei ®(y,,y,,y;)=0 am facut ipoteza ca nu este identic nula in
. 0D 0D 0P e
Y., Yo, Y5, deci , , nu trebuie sa fie simultan nule, ceea ce conform
oy, 0y, 0y,
teoremei lui ROUCHE conduce la
of, of, of,
0X, OX, 0OX,
of, of, of, 0
0X, OX, 0OX,
of, of, of
OX, OX, OX,

pentru orice (X,, X, X;) € A.
Reciproc (suficienta).
D(YszJ’s)

Daca
D(X,, X, %;)

=0 pe A exista cel putin o legatura intre y,, y,, y, pe

A.
Aceasta propozitie se poate generaliza la un sistem de n functii cu m
variabile astfel:

Propozitia 8.3.2. Fie sistemul de functi f(Xx), f(x), ... f(X),
X =(X;,X,,..., X, ). Daca existd un minor r al matricii iacobiene al acestui sistem
de functii, diferit de zero in x, e D si toti minorii de ordin r+1 sunt nuli in
vecinatatea V' a lui Xx,, atunci cele r functii ce apar in minorul de ordinul r sunt

independente in V', celelalte n—r functii depind de aceste r functii.

Definitia 8.3.3.



Functiile f,(X;, X,,.... X, ),....f, (X, X,..., X, ) definite pe o multime X < R" se
spune ca sunt independente intr-un punct (x?,xg,...,xf,’)e X daca nici una din
functii nu depinde de celelalte intr-o vecinatate a lui (xf,xg,,,, , X° )

Functiile f,f,,....,f, sunt independente pe X daca sunt independente in

n

orice punct interior al lui X.

Propozitia 8.3.2. Fie functiile f,(x,,x,,...,X,),....f, (X;, X,,..., X, ) definite pe

1

o multime X c R". Daca functiile f au derivate partiale S—f’ continue pe X si
X

i

daca rangul matricii

of,  of of,
of, of, of,
M=|ox, ox, O,
of, of, of,
o

este s<m pe X, atunci din cele m functii date, exista s dintre ele independente
pe X, iar celelalte m — s ramase sunt dependente de acestea.

Exemple:
xX*+y +2°+u’ =1
1) Sistemul < xy?+yz° +zu* =2  defineste y, z si u ca functii de x in
In(x2 +y2)+ezz*“2 =3
D € R®. Sa se calculeze ﬂ%%
dx dx dx
Rezolvare:
Derivand in raport cu x ecuatiile sistemului, tinand seama ca y, z si u sunt
functii de x obtinem:

3x2+3y2+322£+2u%:0
dx dx
y2+2xyd—y+2yz£+u2—z+22u%=0
dx dx dx dx
22X 5+ 22y 5 +2ze° +“2£+2uez wr AU 0
X +yS X +y dx dx

Sistemul are o unica solutie daca:



3y? 32 2u
A=2xy+2* 2yz+u® 2zu
22y 5 zzeZZJruz 2ueZZ+U2
x*+y
oA —3y? 3z2°
Y _Bin = -y 2pz+i?
dx A
22y - 2zezz+u
x> +y
3y? -37°
%:%; , =|2xy +Z° —y?
X
2y 2
X2 +y2 X2 +y2
WA 3y? 32
d—u:f; ,=12xy+2° 2yz+Uu?
X
22y 5 22622+U2
x> +y

2) Se dau functiile: u:f(

f,g,heC'(D),D = R®. Se cere:

#0

1. sa se arate ca sunt in dependenta functionals;
2. sa se gaseasca legatura dintre ele.

Rezolvare:
o ou
ox oy
D ) )
1. Trebuie sa aratam ca: —(u v.w) _|v v
D(x,y,z) |ox oy
w o
ox oy
Notand a.=>—2 p=Y"2 = 27% optinem:
y-z zZ-X X-y

ou
oz
ov
oz
ow
oz




u_df oa_of 1
ox doaox doay-z

u_df b _df z-x
oy da oy da (y_z)2
ou df oo df x-y

Ezag_d(x (y_z)2

de unde rezulta:

Y—2Z Z-X X-y
—D(U’V’W)—f’~g’-h’y—z Z-Xx XxX-y|- 1 =0
D(x,y,z) Vo7 z-x x—y (y—z)z(z—x)z(x—y)2

2. Pe D' c D functiile f, g, h fiind monotone avem:

XZY Y-z _ Z-X _
Y ()Y g ) 2 w)

f'(u)-g7'(v)-h'(w)=1.
3) Sa se determine o astfel incéat functiile:
u=f(ox+2y—-z),v=g(-x—y+2z),w=h(x+3y-2z)
(unde f, g, h sunt functii derivabile in raport cu argumentul lor intr-un domeniu
V e R®) sa fie in dependent functionala in V.

deci

Rezolvare:

D a 2 -1
Dluvw) o w1 1 2|-0ma=2
D(x.y.2) 1 3 -2

y y < 5
Sa se gaseasca legatura. Pentru o = 2 avem:

§x+2y—z:f1(u)

—X-y+2z=g7"(v)
x+3y-2z=h"(w)

de unde:

2 -1
-1 2
Pentru ca sistemul sa fie compatibil trebuie ca

—4-1=3%0




4. Extreme conditionate

in capitolul VII paragraful 3 este dat algoritmul de determinare a punctelor
de extrem conditionate. In continuare se prezinta pe larg extremele conditionate.

Fie f:EcR" >R, f(X)=f(X,X,,...,x,) sifie AcE.

Definitia 8.4.1. Se spune ca functia f are in punctul a€ A un extrem
relativ la multimea A, daca restrictia functiei f la multimea A are in punctul ac A
un extrem obignuit.

Definitia 8.4.2. Extremele functiei f relative la o submultime AcE se
numesc extreme conditionate.

Observatia 8.4.1. Vom considera un sistem de k<n functii reale
F,(X),F,(X),....F (x) definite pe E, iar multimea A va fi definitd ca multime a
solutiilor sistemului:

F](X1;X2,...,Xn) =0
F2 (X1’X2,...,Xn) :O
Fk(x1aX2,...,Xn):0

(1)
Asadar A:{)?‘ X e E,F,(x)=0,F,(x)=0,...,F, ()_():0}, in acest caz extremele

n

functiei f relative la multimea A se mai numesc extreme conditionate de sistemul

(1).

Urmatoarea propozitie da conditii necesare de existenta a punctului de
extrem conditionat.

Propozitia 8.4.1. Fie a un punct care verifica sistemul (1). S&

presupunem ca functia f si functile F,(X),F,(X),....F(X) au derivate partiale

oX f

puntul a rangul k (egal cu numarul relatiilor sistemului (1)). Daca a este punctul
extrem al functiei f, conditionat de sistemul (1) atunci exista kK numere 2, astfel

incat sa avem:

continue intr-o vecinatate V a lui a si ca matricea functionala A/ = [a—F’J are in



of oF, oF, oF, —
+A—(a)+r,—(a)+... —k(a)=0
8x1( )+ 8x1( )+ 6x1( AS " ox, ()
of oF, oF, oF, —
+A,—(a)+r,—= .ot h,—%(a)=0
6x2( ) axz( ) 8x2( )+ ’ k@xz(a)
of oF, oF, OF, -\
8X( Jrhg (@) thag @)+ th T (@) =0
(2)
Demonstratie:

Deoarece matricea functionala M:(Z—F’J are in punctul a rangul k;

j
exista un determinant de ordinul k al acestei matrici diferit de 0 in punctul a.
D(F1,F2,...,Fk)

D(Xy, X5, X,
Sistemul (1) se poate rezolva in raport cu variabilele x,,x,,...,x, Tn jurul

Pentru a face o alegere presupunem ca:

# 0 Tn punctul a.

punctului @ =(a,,a,,...,8,,8,.+....a,) deoarece:
e prinipoteza F,(a)=0,F,(a)=0....,F,(a)=0;
e functile F(X),F,(X),....F,(X) au derivate partiale continue intr-o
vecinatate a lui a;
e iacobianul acestor functii in raport cu variabilele x,,x,,...,x, este
diferit de zero.

Conform propozitiei relative la sisteme de functii implicite exista V¥ c A a
punctului (a,,a,,...,a,) in spatiul R si o vecinatate V" a punctului

(8108k,20--8,) In spatiul R"* astfel fincat pentru orice punct
(X1:Xes20-- X, ) € V" sistemul (1) sa aiba o solutie unica x;,x,,...,x, Tn V*:
X1 = (P1(Xk+1""’xn)

X, =0, (Xk+1""’xn)

X = @y (Xk+1""’Xn)

3)

Avem a, = ¢, (8y,1--+8, )s-- 28 = O (Burs-- o, )-

Functiile ¢,,9,,...,¢, au derivate partiale continue pe multimea V"*. S&
scriem ca sistemul (3) este o solutie a sistemului (1), pentru orice
(Xo1r Xis20-- X, ) €V Avem:



Fo( @1 (Xiarr oo X s es @i (Xiarr s X )i Xpopse s X, ) = O

F (@1 (Xistre-s X0 )o@ (Xiarse -0 X )i Xiygoe 2 X, ) = O
(4)

Diferentialele acestor functii sunt nule pe V"™ (in particular si in punctul
(ak+1’ak+2”"’an))'

oF —deo, 8F1 —do,,..., ok do, + o, ax,.,., +. o, —Ldx, =0
OX, 6x2 0X, OX 1 " ox,
oF, do +8F2 do, .. ,aFZ do, + oF, dx, . +.. OF, gy —0
OX, 0X, 0X,, OX 11 ox,
oF, —~do, 6F" d(pz,...,aFk do, + o, dx, ., +. .6F" dx, =0
0X, 8x2 0X, OX 11 X,

(5)

in sistemul (5) dg,,dg,,....dp, reprezintad diferentialele functiilor

01, 9,,...,¢, calculate in punctul (a,,,,a,.,,....a,), iar dx,,,,...,dx, sunt variabile

independente.
Sa consideram functia compusa

IE(Xk+1’Xk+2""’Xn)=f((P1(Xk+1’xk+2"'"Xn)""7(Pk(Xk+1’xk+2"'"Xn);(xk+1’xk+2""’xn))(
6)
definita pentru (X, X,,5,...,X, ) € V"™

Deoarece functia f(x,,X,,...,x,) are in punctul a =(a,,a,,...,a,) un extrem
conditionat de sistemul (1), functia F(X,.,X.,....X,) are in punctul
(84;1:84;20---8,) UN extrem obisnuit (lucru evident). in acest caz diferentiala
acestei functii in punctul (a,,,,8,.,....,.a,) este nula:

of of of of of
dF =—do,+—do, +...+ do, + d +...+—do =0
ox ox ?, ox (O D1 ox ?,

1 2 k k+1 n
(7)
si aici d¢,,dg,,....dp, sunt diferentialele functilor o,,¢,,...,¢, Tn punctul

(81084s20---»8, ) T@r dXx,,,...,dx, sunt variabile independente.

Tindnd seama de (5) si (7) pentru orice sistem de numere A, A,,...,A,
avem:



oF, oF,
[ax ?T] [—*%"a—) [ *3“'@—)"‘“

k k
+ of +ON, oh de, 4 +...+| — 8f A i do,=0
OXppq i1 OXppq ox, o @ OX,

(8)

Vom alege un numar A,A,,...,A, astfel incat coeficientii diferentialelor

do,,do,,...,do, sa se anuleze.

o R R
8x ' ox, “ox,
I, B
axk ' 0x, 0X,

(*)
derivatele fiind calculate in a=(a,a,,...,a,). Acest lucru este posibil deoarece
D(F,,F,.....F,)

# 0 calculat
D( Xy, X5, X,

determinantul coeficientilor lui A,,A,,...,A, din (*) este

n (a,a,,....a,).
Cu aceste valori obtinute pentru i,,A,,...,A, egalitatea (8) se scrie:

k of k oF,
A +ot| —+2 A —|dop, =0
(axk+1 ) ax,mj P (ax Lk o ] Pn

n n

Pentru ca aceasta egalitate sa aiba loc pentru orice valori ale variabilelor
independente dx, ,,...,dx, este necesar si suficient sa se anuleze coeficientii

acestor variabile, adica:

of +X, oF st oF =0
anJr‘l axk+1 an+1
(**)
L R L
ax ' ox, “ox,

Egalitatile (*) si (**) formeaza sistemul doi de egalitati (q.e.d.).
Observatia 8.4.2. Orice punct a =(a,,a,,...,a, ) care verifica sistemul (1) in
j

anumite valori A,,A,,...,A, S& numeste punct stationar al functiei f conditionat de
sistemul (1); coeficientii A,,A,,...,A, se numesc multiplicatorii lui LAGRANGE.

care matricea .Mz(giJ are rangul k si care verifica sistemul (2) pentru
X



Observatia 8.4.3. Se observa ca in sistemul (2) apar derivatele partiale
ale functiei f(x)+1,F (X)+...+ A F (X) definita pentru X =(x,,x,,...,x,) e R.

Observatia 8.4.4. Din cele de mai sus rezultd ca pentru o functief cu
derivate partiale continue pe o multime deschisa E c R" calea de urmat pentru
aflarea punctelor stationare conditionate de sistemul (1) in care functiile
F,,F,....,F, au derivate partiale continue pe E, este:

1. se formeaza functia ajutatoare:

D (X, X0 Xpi A Agynhy ) = F(X) + AF (X) +...+ 1, F (X)) cu  coeficientii
ApAy,..., A, nedeterminati;

2. se formeaza sistemul de n + k ecuatii

oD

a—x1(x1,x2,...,xn;k1,k2,...,kk) =0

od
— (X3, Xy, X

. sy ) =0

oo
7(x1,x2,...,x

: depshogs g ) =0
F,
F2

n?

=0
=0

F. =0
Cu n + k necunoscute: X,,X,,...,X,;
sistem;

3. daca x;,X,,...,X

n?’

Ayh,y,..., A, Si S€ cauta solutii ale acestui

Apho,..., A, este o solutie a acestui sistem atunci
punctul x,,x,,...,Xx, este punct stationar conditionat al functiei f.
Fie a=(a,a,...,a,)un punct stationar al functiei f conditionat de (1).

Pentru a vedea daca a este sau nu un punct de extrem conditionat va trebui sa
studiem semnul diferentei:

F(X) (@)= (XpXppe.r X, )~ F (818,,...,8, )
pentru punctele )‘(:(x1,x2,...,xn) care verifica sistemul (1), deci pentru care
F,(x)=0, F2(>_()=O,...,Fk(>_()=0.

Se observa ca pentru asemenea puncte X avem ®(x)=f(x) si deci
f(x)-f(a)=®(x)-®(a). Pe de altd parte, functia ®(x) are derivate partiale
de ordinul doi continue intr-o vecinatate a lui a, deci putem scrie formula lui
TAYLOR de ordinul doi:



_ 1.2 00(a) 1 )
O(x)-o(a)= 2/;1mdxdx +2w(x)p
unde:
Iimm(5)20

Xx—a

p=y(x,—a) +...(x,-a,) .

Daca diferentiem relatiile sistemului (1) obtinem k relatii liniare in dx,,...,dx, :

n-

6F1 ax, +...+ a—,:1dx =0
OX, 0X,
oF, —~dx, —aF“ dx, =0
0X, 0X,

Deoarece matricea acestui sistem liniar este matricea functionala

M:£6_F,] care are rangul k, se pot exprima ca diferentiale in functie de

15).4 f

celelalte n — k; introducand in formula lui TAYLOR de mai sus obtinem in
membrul drept o forma patratica definita sau nu (ZA dx.dx; )

In cazul cand 2. A;dx,dx; este definita pozitiv avem minim conditionat, iar
cand este definita negativ avem un maxim conditionat.

Exemple:

1) Sa se gaseasca extremele functiei f(x,y,z) = Xy + Xz + yz conditionate
de xyz =1 in domeniul x>0;y >0;z> 0.

Rezolvare:

O(x,y,z)=f(x,y,z)+1(xyz-1)

o

00X

P _y

Din < oy

a®_,

0z

F(x,y,z)=xyz-1=0

Rezultd x=1,z=1,y=1, L =-2, A(111).

De aici rezulta:
(x Y,z ): XY + XZ+ yZ—2Xyz+2

d2d>‘ —(dxdy + dydz + dxdz)

=0




Diferentind xzy = 1 rezultd in A dx+dy+dz=0 deci
d2d>‘A: dx? + dxdy + dy® este definitd pozitiv de unde rezultd A este minim
conditionat.

2) Sa se studieze extremele functiei f(x,y,z)=xy+yz+2zx unde

(x,y,z) e R® cu legaturile: —x+y+z=1six-z=0.

Rezolvare:

Vom folosi metoda multiplicatorilor lui LAGRANGE; se considera functia
atasata

F(x,y,z); =Xy +yz+zx+0(-X+y +2Z)+p(x—2)

Daca exista, extremele se gasesc printre punctele stationare, solutii ale
sistemului:

i=y+z—?\+u=0
0X
i:x+z+k:0
oy

i:x+y+x—u:0
0z

i:—x+y+z—1:0
oL

oF
o -
deunde x=-1y=1,z=-1,A=2,u=2.

Avem dZF‘A: 2(dx-dy +dx-dz+dy -dz). Diferentiind legaturile in punctul

x-z=0

(-1,11) avem
—dz+dy+dz=0
{dx =dz
inlocuindu-le se obtine d*F|, = 2dx® >0 rezultd (-11,1) punct de minim.

5. Schimbari de variabila si functii

Rezolvarea multor probleme se simplifica prin schimbarea variabilelor
independente sau a functiilor care intervin in aceste probleme.

A. Schimbarea variabilelor independente la functiile de o variabila



Propozitia 8.5.1. Fie y=f(x), xeXcR—->yeYcR si functia

x=p(t); teT; fpeC™, n=12,.... Atunci y__1 d_y
dx ¢'(t) dt

Demonstratie:

Functia compusa y = f(go(t)), t T, realizeaza o aplicatie a multimii T in
multimea Y .

Aplicand regula de derivare a unei functii compuse obtinem:

dy df do dy dy do dy 1 dy

- =—=——=
dt  dx dt dt dx dt dx o (t) dt

relatie care exprima pe Z—y prin derivata ﬂ
X

Observatia 8.5.1.
a) Deci operatorul este:
d- 1 d-

dx o'(t) dt
(1)

Tinand cont de regula (1) se obtine:
a?y 1 .i[ 1 dyJ 1 ((o dy | 1.d2y]

dx*  @'(t) dt{ @'(t) dt ) @' (t) ¢? dt ' dt?
_ 1 {_(p"(t) ds dZ-} s
dx? [(p-(t)f p'(t) dt dt*|

Exemplu:

Fie ecuatia (1—x2)-y"+xy':0. Ce devine ecuatia daca se face
schimbarea x =cost ?

Rezolvare:

Deci ¢(t)=cost

dy 1 dy

dx  sint dt
d’y 1 _go_"_d_y+i.d2y _ 1 cost dy+ 1 d2y
dx*  '(t) sint\ sin’t dt sint df?

¢|2 dt ¢l dtZ
1

d’y dy - L : . .
= SinZtl ot +ctgt.a . Asadar, prin inlocuire in ecuatia data se obtine:
sin

2
[d y +ctgt - ﬂ}+cost . d—y:0:>

(1 — cos? t)-

sin?t| dt? dt sint dt



2
d {—ZCtgt-ﬂ:O
dt at

B. Schimbarea variabilelor independente la functiile de doua variabile

Propozitia 8.5.2. Fie functia z=f(x,y) f:XcR*—>R si functile
x=p(uv); y=y(uv); oy :VcR*>R al (xy)eX; f, , v au derivate
partiale de ordinul doi continue pe domeniul de definitie. Atunci

dof _1(oy dz_op dz) o p_DPlov)
ov du ou dv

dx D D(u,v)’
Demonstratie:
Din compunerea functiilor f, ¢ si w rezulta: z(u,v):f(go(u,v),w(u,v)).
Aplicand regula de derivare a functiilor compuse se obtine:
oz _0of b, of oy
ou 0Ox ou oy ou
oz _0of b, of oy
ov o0x ov oy ov

Deci - .=

of 1 (61// 0z Oy 6_2]

Observatia 8.5.2. Pentru calculul derivatelor de ordinul 2 se folosesc
operatorii:

oo 1 (61// 0s Oy 6-j

0- _1 (0% 0. _0¢ O
ou ov ov ou
aplicati unul altuia sau aplicati in mod repetat.

C. Transformarea punctuala a curbelor plane
Problema se pune astfel:
Fie o transformare regulata



et
v=g(xy)

si (C):y=y(x) o curba pland. Daca curbei plane (C) i se aplica
transformarea (T) se obtine T(C)=(T'):v=v(u). Pentru studiul curbei (I)

2 2
in functie de derivatele d—yd—}z/
dx dx

f.g:AcR* >R

/—\
’>? x

trebuie exprimate derivatele a0
u

Problema este rezolvata de urmatoarea propozitie:

) u2,...

Propozitia 8.5.3. Daca exista derivatele d’y Si d V, n=12,... atunci
’ dx" au”
o9 09 dy
dv _ox oy dx
du of of dy’
ox oy dx
Demonstratie:
Deoarece u=f(x,y) siv=g(xy) =
of of ﬁg ag d
du = —dx+—d d d +g, Y
ox oy 4 v ox oy oy Y av 99, dx
8 og . du N of . du . . dy
dV:—gdx+—gdy d —dy fx+fy.7
ox oy oy dx
. , " : d- 1 d-
Observatia 8.5.3. Din Propozitia 8.4.3 se obtine operatorul — =—-—.
’ du u, dx

Pentru calculul derivatelor de ordin superior ale lui v:v(u) se aplica in mod
repetat acest operator.

g, +g, ¥
) . el
Deci d—zzii %ﬁ
du® u, dx fx-+fy;7y
dx
Exemplu:

Sa se transforme ecuatia diferentiald y "+ x-y" =0 unde y = y(x).
Pentru schimbarea de variabila:
X = p-cost
{ y = p-sint
Rezolvare:
{dy =(p'sint + pcost)dt

=
dx =(p'cost - psint)dt

in noua functie p = p(t).



dx _ p'sint+ pcost
dy p'cost— psint
(1)

Deci, LY :i'i[d_yj:

“dx® x, dt\dx

2 ' '
:djz/: ' 1 . p|SInt+pCCl)Sl‘ N

dx®  p'(cost—psint)  p'cost— psint ),
:dZy: 2p'2_pp|l+p2

dx®

(o cost—,osint)3
(2)

Tinand cont de (1) si (2) ecuatia diferentiala devine:
p-p"-2p?- pcost(p'sint +pcost)3 -p*=0.

D. Transformarea punctuala a suprafetelor

Problema se pune in felul urmator:

Fiind data suprafata(S)se ecuatie z=z(x,y) si transformarea punctuala

regulata:
u=Ff(xy,z)
T:sv=g(xy,z) fgh AcR’>R
w=h(x,y,z)

Atunci daca suprafetei (S) i se aplicd transformarea T se obtine suprafata

2=T(S): w=w(uyv).

trebuie exprimate derivatele —,

Pentru a studia suprafata () p
u

ow o'w  dw : 0z o0z 0z 0’z 9z
T o ,... In raport cu derivatele —, —
ou®  ov°  ouov

ox oy ox? oy? oxoy
Aceasta problema se rezolva astfel:

ow ow

Propozitia 8.5.4. In cazul in care exista: % % [ a—W 8_W atunci
’ ox oy ou ov
he g, Z . h z
h‘y g‘y z, fy‘ h‘y z,
ow hz gz -1 . ow fz hz -1 .
ou |f. g, h| o | g, h
fy‘ g‘y hy fy‘ g'y hy
f, g, —1 f, g, -1




Demonstratie:

dw = 8—Wdu +8—de
ou ov
(1)
du = 8—fdx a—fdy +8_de

OX 0 0z
Y 2)

du 8g —=dx+—= 9 dy+a—gdz
ox oy 0z

00X 6y 0z
0z 0z

dz=—dx+—d 4
" o y (4)

Inlocuind relatiile (4) in relatiile (2) si (3), iar dupa aceea relatiile (2) in
relatia (1) dupa care egaland cu (3) se obtine:

oh oh oz oh oh oz
—+— ax+| —+— dy =
ox 0z ox oy o0z 8y

~ 8w(6f+8f 82) 8_W(8_g+8g
ou\ox 0z ox) ov\ox oz
ow(of of oz| ow|(og ag
+ —+— +—| = +=
ou oy oz 8y ov\oy oz
ow

Prin identificare se obtine sistemul liniar in 8—W 6_
v

oW /. . ow , .
E(f)ﬁtfz-zxﬁa—v(ngrgZ ) h +h, -z
ow
E(y+fZ zy)+—(gy+gZ ) h +h, -z
Prin rezolvarea acestui sistem se obtine
h, 9, z f. h, z
hog, 5 foh g
ow |h, g9, -1 aw | h 1
ou |t g, n| av |f g, nl
AL A
f, g, —1 f, g, -1




Ce devine relatia x- 2—Z+y 2—2 =z, Z= z(x y) daca se face schimbarea
X y

U=x+2z
T =v=y+z
W=X+y

in noua functie w=w(u,v).

Rezolvare:
Prin diferentiere se obtine sistemul

du = [1+%J ax + oz, dy
oX oy

dv:g ax + 1+% -dy

oX oy

dx+dy—a— du+a—W dv
ou ov

n acest sistem eliminand pe u si v se obtine:

dx+dy = aW oz (aw+a—wj ax + 8_w+g (8W awj dy =
ou ax ou ov ov oy \ou ov
ow

oz o

= Si
ox ow ow

ou - ov
1 ow
z____ov
dy ow ow
ou ov
(1)
Din transformarea T se obtine:
u+w-v V+w-—u u+v-w
2 2 2

(2)

Tinand cont de relatiile (1) si (2) ecuatia din enunt devine:

(u+w—v)a—W+(v+W—u)a—W:3W—u—v.
ou ov

6. Exercitii rezolvate

Exercitiul 8.6.1. Se da ecuatia y* + x° =1. S& se cerceteze daca aceasta

ecuatie defineste pe y ca functie de x.
Rezolvare:



Se noteazd F(x,y)=y?+x°-1. Tinand cont de faptul ca y*=1-x°,
atunci evident 1- x>0 = x e (-»,1]. In acest caz y € (—x,0] sau y €[0,x). Deci
exista doua situatii pentru ca F(x,y) sa fie o functie de doua variabile si anume:

a) F:(—oo,+1x[0,0) > R

b) F:(—0,1x(-0,0] > R

Daca se considera F :(—,1x[0,0) > R ecuatia F(x,y)=0 defineste pe y
ca functie de x, daca exista (x,,y,)< (-»0,1]x[0,0) a.l. F(x,,y,)=0 si exista

w # 0 intr-o vecinatate a lui (x,,y,)-
y
Daca se considera punctul(0,1) atunci este evident ca F(0,1)=0 si

oF _ 2y #0, (V) (X,y)€ V- Vo este prezentat in figura alaturata:

oy
y A

v

Exercitiul 8.6.2. Se da ecuatia x* +2y”+3z* =1. In ce conditii ecuatia
defineste pe z ca functie de x, y. Sa se determine multimea de continuitate si
diferentiabilitate a functiei z(x,y).

Rezolvare:

Ecuatia se mai scrie si astfel: 3z =1- x> —2y?. Este evident ca aceasta

egalitate are sens in cazul in care 1- x* -2y >0 < x* +2y* -1<0.

Dacé se noteazd F(x,y,z)=x*+2y?+3z>-1.In acest caz z<[-10] sau
ze[01).

Deci exista situatiile:

a)F:Dx[0,1]—>R

b)F :Dx[-1,0] - R unde D={(X,y)eR2‘ x? +2y*-1<0}
Exista (XosYo,2Zo)eDx[01] a.l. F(Xy,Y0:2,)=0.  Intr-adevar
1 1 1
F| —=,—,—=|=0.
(ﬁ V6’9 J
Deci F:Dx[0,1] — R si atunci ecuatia F(x,y,z)=0 defineste pe z functie
de (x, y).



Daca se considera F:Dx[-11]—>R, atunci fie D,D,cR a..
D,uD,=D si D,nD, =¢.
in acest caz F(x,y,z)=0 implica

i-\/1—x2—2y2; (x,y)eD,
J3
—%-\/1—x2—2y2; (x,y)eD,

Deci pe D ecuatia F(x,y,z)=0 are o infinitate de solutii z(x,y). Aceste
solutii nu sunt functii continue. intr-adevar fie(a,b) FrD, (de exemplu).

im z(x,y):%.m—a2 —2b? = lim z(x,y):—%-\m—a2 —2b?
y—b 3 y 3

—b
(x,y)eD; (x,y)eD,

Daca se considera functia F:Dx[0,1 — R, atunci ecuatia F(x,y,z)=0
defineste pe z(x,y) si aceasta este continua. Analog pentru cazul
F:Dx[-1,0] > R. Deci D={(x,y)eR2‘ x*+2y?-1<0} este multimea de
continuitate pentru functia z(x,y) definitda implicit de ecuatia F(x,y,z)=0 atat in
cazul a), cat si in cazul b).

Pentru ca z(x,y) sa fie diferentiabila, trebuie ca F(x,y,z) s& admita

derivate partiale continue si F',(x,y,z)=0. Aceste conditii implica faptul ca
domeniul de diferentiabilitate a lui z(x,y) este D'={(X,y)eR2‘ x? +2y? -1<0}
atat in cazul a), cat si in cazul b).

Z(x,y)=

2

Exercitiul 8.6.3. Sa se calculeze pentru functia z(x,y) definita

oxoy
implicit de ecuatia In(x* + y* +z*)+ax+by +cz=1.
Rezolvare:
Se noteaza F(x,y,z)=In(x*+y*+Zz°)+ax+by +cz—1
F:R®—{(0,0,0)} > R

ol
oxoy oy \ ox

oF 2X

o =2 13
0z ox X +yi+z® 0 2x+a(x*+y’+7°)
ox  oOF 2z o 2z+o(x*+y?+z?)

0z x2+y2+7°
0z 2y+b(x*+y*+2%)
oy  2z+c(x2+y?+7?)
Se deriveaza egalitatea F(x,y,z)=0 in raport cu x si apoi in raport cu y,
tindnd cont ca z este functie de x si y si se obtine:




0%z 1 0z 0z 0z 0z
= 2X+2z2-— || 2X+2z2-— |-2— —
oxoy (x*+y?+z*)2z+c(x*+y*+2%) ox oy ox oy

Exercitiul 8.6.4. Sa se arate ca functia 2z(x,y) definitda de
F(x—mzy—-nz)=0, m,neR verifica relatia m-%+n-g:1.
oX oy
Rezolvare:

Fie u=x—-mz si v=y—nz. Derivand egalitatea F(x—-mz,y—-nz)=0 in
raport cu x se obtine:

oF
oF ou oF ov __ OF(, 02\ OF(, 02| g 0Z__ ou
ou o0x ov ox ou ox) ov OX OX oF  oF
m—+n—
ou ov
(1)
oF
Analog %z _ ov
oy ,.9F ., 0F
ou ov
(2)
Tinand cont de egalitatile (1) si (2) se obtine:
oF oF oF oF
m-— n-— m-—+n-—
m. 9% . . 9% _ ou ov __ ou oV _y
oX oy oF oF oF oF oF oF
m-—+n-— m-—+n-—— mM-—+N-—
ou ov ou ov ou ov

Exercitiul 8.6.5. S& se afle punctele de extrem ale functiei z=2z(x,y)
definita implicit de ecuatia: x> +y* +2z*-2x-2y-7=0.

Rezolvare:
Se noteazd F(x,y,z)=x’+y*+z*-2x-2y-7. Punctele stationare sunt
F.(xy,z)=0
solutiile sistemului Fy'(x,y,z) =0 care verifica conditia Fz'(x,y,z) #0.
F(x,y,z)=0
2x-2=0
Deci 12y -2=0

x> +y?+2z°-2x-2y-7=0
Se obtin solutiile (1,1,3) si (1,1-3).
Cum F,(x,y,z)=2z se observa ca F,(113)=6=0 si F,(11-3)=-6=0.
Deci atat (1,13) cat si (11,-3) sunt puncte stationare.



a_z_ F);(X:Y:Z)_1_X

ox F,(x,y,z z
(1) |
oz _ F(xyz) 1-y

oy  F.(xy.z z
(2)
Se deriveaza (1) in raport cu x si se obtine:
1-x
2 - 2 2
2;: z° - z? -2 +(213 2 )
Se deriveaza (2) in raport cu y si se obtine:
0’z Z+(1-y)’

z-(1-0%  —z-(1-x)

oy? z°
(4)
Se deriveaza (1) in raport cu y si se obtine:
. —(1-x)-Z
o’z dy __(1=x)1-y)
oxoy z° z '
Se cerceteaza daca (1,1,3) este punct de extrem.
a =—i:—1' a :—1' a,, =a,, =0
11 27 3’ 22 3’ 12 21
1
— 0
a, =1 <0, o83 11
3 ay x| |p %

Deci (11,3) este punct de maxim pentru functia definita implicit.
Se cerceteaza daca (1,1—3) este punct de extrem.

9 1 1
a11:§:§>0; azzzg; @ =8y =0
1
— 0
a a
N
8y 8p| o . 9
3

Deci (1,1-3) este punct de minim pentru functia definita implicit.

Exercitiul 8.6.6. Functia z=f(x,y) este definitd implicit de sistemul de
X =U-COSV
ecuatii: <y =u-sinv .
zZ=v



Sa se calculeze derivata functiei f dupa directia §:7+2] in punctul

N2 V2 7.2
2 1 2 ’4’ ¢ 4 -
Rezolvare:

Se noteazda F(x,y,zu,v)=x-u-cosv;, F,(x,y,zuv)=y—-u-sinv;
F(x,y,zuv)=z-v.
Se observa ca functiile F,,F,,F, sunt continue si derivabile in R®.

DE FF 0 —cosv usinv
%:0 —sinv —ucosv|=u
zZ,u,v 1 0 _1
se observa ca DFuFufs) 120,
D(u,v,w) [Qﬁzﬂ]
2244

Conform cu teorema de existenta a sistemelor de functii implicite, din cele
F,(x,y,z,u,v)=0
aratate anterior rezultd ca sistemul <F,(x,y,z,u,v)=0 defineste implicit functiile
F,(x,y,z,u,v)=0
z=f(xy), u=g(xy), v=h(xy).
D(F,.F,, F3) D(F.F,.F)

Conform aceleiasi teoreme of = _Dblxzuv) . of = _Dly.zuv)
ox D(F1’F2’F3), oy D(Fsz’Fa)

D(z,u,v) D(z,u,v)
of -1 . of cosv
—=——-siny; —= :
oX u oy u
V2 2 V2 V2
of| —,—— of| —,—
2 2 J2 2 2 V2
Asadar —=—; =—.
oX 2 oy 2
Daca §:a-f+b-] atunci 8—£: a—f/+a—f] -q:a—iza—f- a b
oS \ox y 0 oX oy
Daca §:7+2j atunci a—£:—£+£-2=\/§—£=£
oS 2 2 2 2

X+y+u+v?=1

Exercitiul 8.6.7. Sistemul { defineste pe u si v ca functii

X-y+u+v®=2
de x si y. Sa se determine du(x,y) si dv(x,y).
Rezolvare:



ou ou ov

dx+—dy si dv = a—de+—dy. Pentru determinarea
oy oX oy
i 84 u o v

—— se foloseste o altd modalitate fata de cea din exercitiul anterior
OX 0y OX oy

Se stie ca du=—
oX

si anume, se deriveaza sistemul in raport cu x, respectiv in raport cu y, tindnd
cont ca x gi y sunt variabile independente, iar u si v sunt functii de x si y,

2u_8_u+2V_8_v:_1
ox oX

3u2-8—u+3v2-8—vz—y
oX oX
-1 2v

au_‘—y 3v?  2yv-3v?  2y-3v

ox |2u  2v| 6uv?-6uiv 6u(v-u)
3u® 3v?
2u -1

ov_ 3u’ —y‘ _ 3ut-2yu  3u-2y

ox |2u  2v| 6uvi-6uiv  6v(v-u)
3u® 3v?
Analog se  determina au Si v rezolvand  sistemul
oy oy
2u~a—u+2v~a—v=—1
o o si se obtine:
3u? _8_u+3 2 OV __
oy oy
-1 2v
ou |-x 3v  2wx-3v  2x-3
oy |2u  2v] 6u?-6u’v 6u(v-u)
3u® 3v?
2u -1
ov_ [Bu® x|  3u®+2ux _ 3u-2x
oy |2u  2v] 6u?-6uiv 6v(v-u)
3u® 3v?
Asadar,
du=2Y"3 g 2X=3 G due— ' [2y—v)dx+(2x—3)dy]
6u(v—-u) 6u(v—-u) 6u(v—-u)
dv

=——[(Bu—2y)dx + (3u + 2x)dy]
6u(v —u)



Exercitiul 8.6.8. Fie u,:R® >R u,(X;,X,,X5)= X7 + X5 + X3,
Uy R 5 R Uy (X, X0, X5 ) = Xy + X, + Xs;
Uy i R® 5 R U5 (X, X0, X5 ) = XXy + X, X5 + XX
Sa se arate ca u,,u,,u, sunt in dependenta functionala.
Rezolvare:
Este evident (x,+X, +X;)> = X7 + X2 + X2 +2(X,X, + X, X5 + X,X5). Deci
u)=u,+2u, =>u,=u>-2u,. Se considerda  ¢(u,u,)=u>-2u,. Deci
u, =¢(u,,u,), ceea ce arata ca u, depinde functional de u, si u,.

Exercitiul 8.6.9. Fie £, g, h bijectii si u,v,w:R® >R u= f(lj, v = g(fj,
V4 X

X g y . o y y
w= f(— . Sa se arate ca u, v, w sunt dependente functional si sa se gaseasca
y
relatia dintre ele.
Rezolvare:
Se stie ca u, v, w sunt dependente functional daca si numai daca

ou ou ou
ox oy oz
voovov|_g
ox oy oz
ow ow ow
ox oy oz
u_o o ou_ 1.y .

ox oy z oz  Zz?

ov z ., ov ov 1
_:__2'97_207_:_'
oX X oy 0z X
w _ A oW X 0w
ox y oy y? oz
Asadar
ou ou ou 1y y
ox oy oz 0 z oz 0 ! z
o ov a_‘/:f-.g-.h'._i2 0 1 :f-g_-h'_g 0 1=
ox oy oz X X X-y-z| X
ow ow  ow X 1 =X 0
ox oy o0z y y y
oz
B | N U ()
=3 . x |-Z o 1= M1=-1)=
X-y-z 1 0o Z|1 - X-y-z




Asadar u, v, w sunt in dependenta functionald. Cum f,g,h sunt bijectii,

L)
z

atunci exista f',g",h7" si —5:9‘1(v)
X
X =h'(w)
y

1
Rezultd ca f'(u)-g'(v)-h'(w)=1 sau u=f( j care
g7'(v)-h"(w)

reprezinta relatia intre functiile u,v,w .

Exercitiul 8.6.10. Fie f,g,h Dbijecti si uvw:A—>R unde

u= f[x—zj V= g(y—zJ w = h(L] Sa se arate ca
(x-y)x-2) (y=x)(y -2) (z-x)(z-y)

u,v,w sunt in dependenta functionala si sa se gaseasca relatia dintre ele.
Rezolvare:
Pentru a arata ca u,v,w sunt in dependenta functionala trebuie aratat ca:

ou ou ou
ox oy oz
N A

ox oy oz

ow ow ow

ox oy oz
Dar
a_u:2x(x—y)(x—z)—x2(x—z)—xz(x—y)‘f,: 2yz-x(y+2) .
ox (x-y)(x-2z) (x-y)*(x-2)°
ou_  x(x-2) = x? o O _ x° f
oy (x-y)(x-2) (x-y)(x-2) "oz (x-y)x-z)
ov _ y? . 0v o 2xz—y(X+2z) . OV _ y? L
X y-2y-x? Ty (y-2Ply-xF Dz (-2l y-x)
ow z? pr W _ z° e W _ 2xy —z(x+Y) A

X (z-xP(z-y) oy (z-x)Nz-y)P oz (z-x)(z-y)



Atunci

2yz - Xx(y + z) x? x?
(x=y)x-2) X-y X—Z
B f.g"h' I 2xz - y(X +Z) y?
(x=y)(x-2)*(y - 2)° y =X (y-2)(y-x) y-z
z° z° 2xy —z(x+Y)
Z—-X zZ-y (z—=x)(z-y)

Deci u,v,w sunt in dependenta functionala pe A (A fiind R® mai putin

planele bisectoare). Deoarece f,g,h sunt bijectii, existd f',g”,h":R > A a.l.
X2 y2 22

f'wy=—"-——:9'V)=—— h'w)=——"———.

(x-y)x-2z) (y-x)Ny-2) (z-x)z-y)

2 2 2
X + y + z =1.

(x-y)x-2z) (y-x)(y-2) (z-x)(z-y)
Atunci f'(u)+g ' (v)+h'(w)=1.
Observatie:
Deoarece pentru a arata ca A =0 sunt necesare calcule foarte lungi, se

poate arata dependenta functionala, aratand direct relatia dintre u,v,w .

Dar

Exercitiul 8.9.11. S& se arate cad functile u=>x,, v=>x; si
k=1 k=1

W = XX, + X, X5 +...+ X, X, + X,X; +...+ X, X, sunt in dependenta functionala pe
R".

Rezolvare:
Pentru ca functile u,v,w sa fie in dependenta functionala pe R" trebuie
ou ou o ou
00X, 0X, oX,,
. L ov ov ov y . N
ca matricea Jacobiana J =| — —— -+ ——| sa nu aiba rangul trei. In acest
00X, OX, oX,,
ow ow. o ow
00X, 0X, oX,,
1 1 . 1 )
caz matricea Jacobiana este J=|2x, 2x, - 2x,| unde Sj:Zxk—j
S, S, - S, k=1

j=1n.
intr-adevér rang J < 3, deoarece toti minorii de ordin 3 sunt nuli.



Fie

1 1 1 11 1
Ap=2x; 2x; 2x,|=2D"%, Y x, Yx|=2>x|1 1 1|=0=
I=1 1=1 1=1 1=1
s s s s 5 S, S, S, S,

= Ay =0.

Cum Ay este un determinant de ordin 3 oarecare al matricii J, rezulta ca
rang J < 3. Deci u,v,w sunt in dependenta functionala pe R®.

Observatie:

Dependenta functionalda a Iui u,v,w se observa si direct, deoarece
v=u®-2w.

Exercitiul 8.6.12. Se considera ecuatia diferentiala
(x +1)?y"+2(x +1)y'+4y =In| x +1|. Care este forma ecuatiei daca se utilizeaza
substitutia | x +1|=e' teR?
Rezolvare:
Se considera x+1>0. Deci substitutia devine x+1=e'. Deci
x=e'-1=¢(t).
2
Se stie ca d_y:Ld_y d }2/: 1 daf 1 a . Deci ﬂ:e"-d—y
dx ¢'(t) dt  dx° @'(t) dt\ @'(t) dt dx dt
d’y _ em[_ dy . dzyj_

dt  dt?

2
Tinénd cont de acestea ecuatia devine % +% +4y =t.
Daca se considerd x +1<0 atunci x+1=—e' si se obtine acelasi rezultat.

Exercitiul 8.6.13. Ce devine ecuatia y"-sinx+y"(cosx+1)=0 daca se

foloseste schimbarea de variabila t = tgg.

Rezolvare:
2dt

Se observa ca x = 2arctgt, dx = 5

1+t
dx 2 dt  1+t?
_ = - — =
dt  1+1t2 ax 2
Cumﬂ:d_y.ﬂzl(t%rn.d_y
dx dt dx 2 dt

2 2
d g’zl(tZ +1).i 1(t2 +1)_d_y =1(t2 +1) t.d_y+1(t2+1) d’y =
at* 2 dt| 2 dt dt




_H(t*+1) dy ( +1)° d?y
2 dt 4 at?

2

De asemenea, se stie casinx = > Sl cosx=—.
1+t 1+t
2

dy+2 ¥ _o.

Tinénd cont de toate acestea se obtine: - o

Exercitiul 8.6.14. Ce devine ecuatia y"+xy'=e’” dacd se considera x

functie de y .
Rezolvare:
11
dx dx X
dy
w1 i[d_yj_i(iJ 1 -x" X"
x dyldx) x' \(x') x (x)* (x)
- 3+£:ey:—x"+x-(x')2:ey
(x')” X

Exercitiul 8.6.15. Ce devine ecuatia y"+(x+y)(1+y')’ =0 daca se face
schimbarea de variabila gi functie x=u+t;, y =u—t unde u=u(t).

Rezolvare:
dx =du+dt; dy =du—dt
du _
Deci dy du—dt gt
dx du+dt du
—+1
at
du du d’u d’u
v d| g | ala a1 g 2
2~ g A T 4r T ’ 2: 3
dx dx @H di Cf—u+1 dx %H %H %H
dt dt dt qt qt

Tinand cont de aceste egalitati, ecuatia devine u"+8u-(u')’ =0

Exercitiul 8.6.16. Sa se transforme ecuatia: y' + 2 -y'+y =0 luand pe x ca

functie si pe t = x -y ca variabila independenta.
Rezolvare:



dt=y-dx+x-dy. Atunci

dx __dx _ex__ 1 _dy_ dt _ _ Oy _ "t
dt ydx+xdy  dt dy = dx dx dx , dx
y+Xx-— X — X<
dx dt dt
dx dx 2 d’x dx
_t. 22 =2X-| — +2t-
dzy_i(d_yj_g o Lax X(dt} o dt2 (dt
dx* dx\dx) dt| .2 dx | o , (dx)®
X o —
dt dt

s : . : § : x dx\’
Inlocuind acestea in ecuatia data se obtine: e =t- P

Exercitiul 8.6.17. Sa se transforme ecuatia

szf 2xy2 = 2( —y?)- 22 +xX2-y*-Z =0, considerand schimbarea de variabile
X

independente x =u-v; y:%
Rezolvare:
az oz 8x oz oy
u o au ay'éu
&z _z X 2y
oV OX ov oy ov

z_az.
. . . 1 . ou ox
Tindnd contca x=u-v si y—; se obtine: @ a2 1
o ox v oy
oz 1oz
X v au
D
4 &z , oz
oy ou ov
0z 1 oz 82218182 1 0%z
Tindnd contcd —=——=> —=——| —- =——7-
ox v ou ox* v au\v ou) v2 au
Tinand cont de aceste egalitati ecuatia devine:
2
a—+2u 2. 92 o (v-v?)- g+x2-y2-22:0.
ou’ ov

2

z .
daca se trece de la coordonate

Exercitiul 8.6.18. Sa se determine
’ oxoy

carteziene la coordonate polare.



Rezolvare:

Trecerea de la coordonate carteziene la coordonate polare este data de

X =p-cosé

relatiile: { P N
y =p-sind

(1)

dz oz ax+8z oy
dp ox op oy Op
0z _oz 6x+8_z.8_y
00 ox 00 oy 00

Atunci

0z 0z 0z
5 — =C0s6- a—+sm9 v
X
Tinand cont de egalitatile (1) se obtine: & Y

z . 0z 0z
—=—p-sind-—+ p-cosf - —
00 oX oy
Rezolvand sistemul in raport cu oz si oz se obtine:
ox ~ oy
0z 0z sin@ oz
—=0080 - ————-—
oX op p 00
dz 0z  cos® oz '
=sing-—
8y 8,0 P 06
Din aceste egalitati se obtin urmatorii operatori de derivare:
0- 0. sind 0-
—=c0sf-————
oX op p 00
o- ., 0- cosh d-
—=sinf-—+ —
oy op p 00

Tinénd cont de acesti operatori se obtine:

0’z Kl oz cos¢9 oz 0 0z cose 0z ) siné
ng-— cosfd-—|sin@-— —
oxoy 8X Gp P 06 op 8,0 p 00 o,
0 0z cos& oz 0%z sin@-cos@ 0°z cos20 0°z
sing-— =cosf-sing- >~ 5 —t . —
00 6,0 yo, 00 op P 00 p 06p
_cosZHOg_smH cosﬁ.az
p 00 p op
2 2 2
Exercitiul 8.6.19. Ce devine ecuatia 0 f+2- 0’z + 0 5 =0 daca se fac

oX oxoy oy
schimbarile de variabile u=x+z, v=y +z.
Rezolvare:



oX Ou ox oOv ox
0z _0z ou oz v

oz _oz u oz v

6y_8u oy ov oy

Tinénd cont ca a_u:1+az_ v _oz. %:8—2 ov

ox ox’ ox ox oy oy oy
0z
0z ou
x 4 oz oz
ou ov
0z
oz v
&y 4 0z o0z
ou ov

(1)

Relatiile (1) se mai pot pune si sub forma

0z 0z o0z (0z oz 0z\ 0z 0z oz
— ==t — | —+— |= |1+ | —+——
oX ou ox (au avj ( axj ou oOx ov
0z 0z o0z 0z \0z
— = —+|1+— |—
oy oy ou ( 8y}6u

(2)

Tinand cont de relatiile (2) se obtine:

oz oz
522_( ﬁZj Ol _au |, 20| au |
X x) éu| 0z Gz | ox ov|, @ &z
au ov ou ov
1 az\o- oz o]
S (1——j—+—-— (2)
(1 oz azf ovj)ou ou ov
ou ov
o'z 1 oz o (_a_zja_‘”()
oy? ( oz 82) ov ou ou) ov
ou ov

Tinand cont de acestea se obtine ca:

oz

=1+— se obtine ca:
oy

0’z _ 1 . %.i_@_%].i . [1_%)i+%.i
oxoy {1 oz azj3 ov ou ou ) ov ov)ou ou ov



Deci ecuatia obtinuta este:

1 o a-1?
(8]
’ oz 5ZJ ou ov
ou ov
0%z 0%’z 0’z
+2- + =
ou? ouov  ov?

Exercitiul 8.6.20. Sa se determine 22-(%+%j daca se face
ox oy
schimbarea: u=Y: v = x? +y?% w=2z%.
X
ow ou ow ov_,, 0z
. - ou ox ov ox ox
Rezolvare: t te relatiil :
ezolvare: Sunt evidente relatiile a_wa_u+a_wa_v_ Z'g
ou oy ov oy oy
Tinénd cont ca u = Z; v = x* + y? relatiile anterioare devin:
X
_LZ.G_W+2.X.8_W=22.6_Z
xX° ou ov ox
1w o MW _5, 2
X ou ov oy
Atunci _Zy-—+2(x+ )-6—W= oz, 023
X ov ox oy
o : . 0%z 0’z 0z y
Exercitiul 8.6.21. Ce devine ecuatia — +— —-2- =0 daca se face
’ ox* oy OXoy
schimbarea de variabila si functie: u=x+y; v = X; w=2.
X X
Rezolvare:
w ou ow vz 10z
. . . ou ox ov ox  x® X ox
Din datel bl btine: .
in datele problemei se obtine owou_ow v 1 oz
ou oy ov oy x oy
Tinand cont ca u=x+y Si % Y se obtine:
X
y ow z 1 0z
- = ——— 4 — . —
x> ov  x* x ox
_Aow _1 0z |
X ov X oy



8_Z_X ow y 6W+z

Deci ox  ou X ov X
z_ ow ow
oy ou ov

Se calculeaza derivatele de ordinul doi si se obtine:
2 2 2 2 2
a_fzz.a_w+x.a V|2/_2¥ ow +y_36 V|2/
oX ou ou X Oxoy Xx° ov
0%z o*w o’'w 1 o*w
2 =X- > —2. — 5
oy ou ouov. X ov
2 2 2 2
0’z _ow 0 v;/+(1_xJ o*w y o*w
oxoy ou ou

X
0%z 0%z 0%z

Daca se inlocuiesc valorile lui > >
ox° oy° oxoy

in ecuatia data se obtine:



CAPITOLUL IX
EXERCITII PROPUSE

Exercitiul 9.1.1.
Sa se arate ca functia f: X > Y este inversabild daca si numai daca este
bijectiva.

Exercitiul 9.1.2.
Sa se arate ca daca functiile f: X > Y si g:Y — Z sunt bijective atunci:

a) gof: X —» Z este bijectiva
b) (gof) =f"og™.

Exercitiul 9.1.3.
Fie X ={x,,X,,...,X,} o multime formata dintr-un numar finit de elemente si

f: X — X o functie. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
a) f este injectiva;
b) f este surjectiva;
c) f este bijectiva.

Exercitiul 9.1.4.
Fie f: X - Y o functie. Sa se arate ca:

a) Relatia R, definitd prin xR,y dacé si numai daca f(x)=f(y) este o
relatie de echivalenta pe X;
b) Existd o functie injectiva h:% — Y astfel incat diagrama sa fie
f

comutativa, unde p este aplicatia canonica;

X > Y
f

X/R¢

c) Daca f este surjectiva, atunci h este bijectiva.

Exercitiul 9.1.5.
Fie M o multime arbitrara. Sa se arate ca:

a) (P(M),c) este o structura de ordine partiala in care ¢ este primul
element, iar M ultimul element;



b) oricare ar fi A e P(M), i I au loc relatiile:
a. supfA},, - LA

iel
b. i”f{Ai},-d = ﬂA,
iel
Exercitiul 9.1.6.
Fie X ={{1},{1.2},{2,3,4},{5}} ordonata prin incluziune.
a) Sa se determine elementele maximale si minimale.
b) Exista un cel mai mare element?

Exercitiul 9.1.7.

Fie Z multimea numerelor intregi pe care se defineste relatia:
xRy < 3 divide pe x—-y

a) Sa se arate ca R este o relatie de echivalenta.

b) Sa se determine C, € Z/R care contine intregul x.

c) Sa se determine multimea factor Z/R .

Exercitiul 9.1.8.

Fie f: A— B. Sa se arate ca:

a) f surjectie = cardB <cardA;
b) f injectie = cardA >cardB.

Exercitiul 9.1.9.
Sa se demonstreze ca multimea N a numerelor naturale este infinita.

Exercitiul 9.1.10.
Sa se arate ca multimea Nx N este numarabila.

Exercitiul 9.1.11.
Sa se arate ca:

a) card| | J An} =1N,; unde cardA, =¥,

LneN

b) card| | J An} <N,; unde cardA, <N,

LneN

c) card[AxB]=¥N,; unde cardA =¥,, cardB =X,

d) card li[A,} =N,; unde cardA =X, (V)i=1n.
i=1

Exercitiul 9.1.12.



Sa se arate ca pentru orice numere reale a,b,c,d cu a<b si ¢ <d exista
relatiile:

a) [a,b] ~[c.d]; (a,b)~(c,d);

b) [a,b) ~(a.b) ~(a.b]~[a.b];

Exercitiul 9.1.13.
Sa se arate ca:

a) card(Z)=N,;

b) card(Q) =,;

c) card(P)=¥,, P multimea numerelor prime;
)
)

d) multimea polinoamelor cu coeficienti reali este numarabila;
e card( )=X,; A multimea numerelor algebrice.

Exercitiul 9.1.14.
Fie M o multime oarecare. Sa se arate ca:

a) cardP (M) =2%"";
b) cardA < 2" oricare ar fi cardinalul a.

Exercitiul 9.1.15.
Sa se arate ca:

a) card([a b)) = card((a,b)) = ([a b]) =

b) card(I)=X,; I multimea numerelor irationale;
c) card(T)=X,; T multimea numerelor transcedente;
d) card(N )

Exercitiul 9.1.16.
Sa se arate ca:

a) cardLnJ(A.) =N,; [cardA =N_; A NA =¢i=j]

1

ie

b) card(UA,] =N,; [cardA =N; AnA =4i*]]
N
c) card(AxB)=¥,; [cardA = cardB=X,|

Exercitiul 9.1.17.
Sa se afle:

a) cardP(N)
b) cardP(IR)
c) card R*



Exercitiul 9.2.1.
Familia F a multimilor inchise din spatiul topologic (R,TR) are

urmatoarele proprietati:
1° pReF

2° pentru orice kel=(\F eF;

kel

3% pentru orice F, e F, k=1n=|JF, eF.

k=1

Exercitiul 9.2.2.
Sa se arate folosind multimile F, = [1/n,1], neN*, ca proprietatea 3° de

la Exercitiul 9.2.1 nu este adevarata pentru reuniune infinita.

Exercitiul 9.2.3.
Fie (X,T) un spatiu topologic si A,B < X . Sa se arate ca:
0
a) AcCA;
0 0
b) AcB= AcB;

0

—_— 0 0
c) AnB=ANB;

d) m:ﬂ’g\i;

i€l i€l
o 2
e) A=A .
iel iel

Exercitiul 9.2.4.
Fie (X,T) un spatiu topologic si A,B < X . Sa se arate ca:

)Acﬂ
b) AcB= AcB;
c) AUB B AUB;
d) A=A.

Exercitiul 9.2.5.

Fie (X,T) un spatiu topologic si A,B < X . Sa se arate ca:
a)AcB=A'cB":

b(AuB) A'UB';

)
c) (A")'=
d)AcA



Exercitiul 9.2.6.
Fie (X,T) un spatiu topologic si Ac X. Sa se arate ca urmatoarele

afirmatii sunt echivalente:
a) A este inchisa;

b) ASA, (A=A);
c) Ao A";
d) Ao frA.

Exercitiul 9.2.7.
Fie (R,7; ) spatiu topologic. Se considerd multimile:

A :{1+1| neN*}, peN*
p n
Si
A= UAP
p=1
Sa se determine punctele lor importante.

Exercitiul 9.2.8.
Sa se arate ca:

a) OA=ANCA;
0 0
b) aAzA\Azleu(A'\A];

d) 0(0A)=0A\DA;
e) 0(AuB)c0AUOB.

Exercitiul 9.2.9.
Fie (R,z;) spatiu topologic real. Sa se determine:

0 —
E,extE,frE,E,E'\1,.E
daca

Exercitiul 9.2.10.
Fie S = {{xn}neN‘ X, eR,(V)ne N} (multimea sirurilor de numere reale).

Sa se arate ca:



1 X, =Y

d:SxS—>R, d(x,Yy,)= 7Ty
neN n~ In

este o metrica pe S.
Sa se calculeze distanta dintre sirurile:

n(n+1)

x,=1+(-1)"si y,=1-(-1) 2

Exercitiul 9.2.11.
Se considera multimea:
S=C'[a,b] (multimea functiilor continue si cu derivata de ordinul intai

continua pe [a,b]) si se defineste functia d : SxS — R, astfel

d(f,g)= max f(x)—g(x)‘ +max f'(x)—g'(x)‘

Xe[a,b

Sa se arate ca d este o metrica.

Exercitiul 9.2.12.

Considerand metrica de la Exercitiul 9.2.11 sa se calculeze d(f,g) daca:
a) f(x)=x; g(x)=Inx; XE[e’1,e];

b) f(x)=x%; g(x)=x>; xe[0,1];

c) f,(x) :sin%; g(x)=0; xe[0,1];

d) f,(x)=cos ngi1

; 9(x)=0; xe[0,27].

Exercitiul 9.2.13.
Se dau:

d,(xy)=|x-y| si d,(x,y)=|Inx-Iny|
oricare ar fi x,y e R, \{0} =E.
a) Sa se arate ca (E,d,) si (E,d,) sunt spatii metrice.
b) Cum arata sferele deschise pentru fiecare din cele doua spatii metrice.

Exercitiul 9.2.14.

Sa se arate ca dacé (S,d) este spatiu metric, atunci:

d(xy)
1+d(x,y)’

b) d,:SxS>R,; dy(x.y)=In(1+d(x.y)), (V)x.y €S;
c) d,;:SxS>R,; dy(xy)=(d(xy))", @<(01), (V)xyeS
sunt metrici.

a) d,:SxS—>R_; d,(xy) (V)x,y €S;



d) Daca S=R? si d metrica euclidiana sa se calculeze d,, d,, d, pentru
x=(12) si y=(-3,-1).

Exercitiul 9.2.15.
Fie R" Tnzestrat cu structura de spatiu vectorial, real. Sa se arate ca:

a) p:R" >R, p(X _||x||_2x este norma;

b) p:R" >R, o(X)=|x| = Z|x| este norma.

Exercitiul 9.2.16.
Doi wvectori x,y ai wunui spatiu prehilbertian sunt ortogonali

& xey =+

Exercitiul 9.3.1.
Sa se gaseasca marginile multimilor de numere reale:

10A:{6—|neN};
n!

20A—{ﬂ+ n |neN},
n 2n +1
n—1 n
30A—{1+(1) +( ) n|neN},
n 2n -1
1 1
40A={F+F| m,nEN};

50 A ={n(‘1)n +1 ne N};

6° A:{(—1)n_1+n-sinn-%| neN}.

Exercitiul 9.3.2.
Sa se gaseasca un interval inchis care contine toti termenii sirurilor:
n .
1°(x,), . X, =sin— =
ne n+1 2’

Exercitiul 9.3.3.
Sa se precizeze daca urmatoarele siruri sunt marginite sau nu:



10 X, :icoska, ae(0,7);

k=1

1 I

20 X (—1)k coska . a €(0,7);

n

30 X, = D _sinka, ae(0,7);

n

=
n

40 X, = (—1)k sinka, a €(0,7);
k=1
50 X, = nV +1, a e (0,7[);

n . Nnr
6° X, = (1) n-sin 5

20 X, =\/1+\/2+ /3+...+} :

Exercitiul 9.3.4.
Sa se studieze monotonia urmatoarelor siruri:

1° xn:(1+l] X
n
1 n+1
2° xn=(1+—j ;
n

n 1
3% x, = 1-—|;
i H( 3;(]
n 1
40 — 14— |-
& H(+2kj’
5 x n(n+1)! ,
Un!

Nl
6° X”:(H_J : —.
n n"-Jn

Exercitiul 9.3.5.

Sa se studieze convergenta urmatoarelor giruri:

1% x_ :ia;
n

30 x =A";

5% x :2—'

n )

n!

no 1
2° x =(-1)"-—;
n ( ) na
4°xn=£n;
2
6° x, =, a>0;



7 x,=1]—=—: 8°

"oka 2k
_Q/n_z-sin(n!)_
" 2n+1
9° x,,:lnf; 10°
n
n n
x =(-1) - ——;
=) n+1
11° x, =sin’Z; 12° x_=sinn;
13° X, = cos—; 14°
2
x,=1tg n” Z.
"V n?+1 47
—1)"-n? +1
15° x, = arcsin%' 16°
n°+2n
1+(=1)"-n*

x, =arctg

1+ n?

Exercitiul 9.3.6.
Sa se calculeze:

1° Iiml-Ztgz%, ae(O,%j 2° im4n* , keZ;
n—-w N k=1 n—w

inl
3% lim 1 : 40 Iim\/;;
ne 8l s
a (n+k) n n(n+1)
59 lim kst . 6° im\nt2 2 :

n—ow

. 3
. | op|— -
(3n)” AU \/(2n)!’
N2 . 45"
9 Iimn/((';g—f)', a>0; 10°

lim n(n+1)! = ¥n!;
o1 , 71
119 I|mZ—l; 120 I'”‘[Z;"””j;

n—ow

7° lim o

s
{
8
w3
2= s
(0]
o

noo = k| e\ k=t



13° Iim(cos;z-nz-lnL), a>0; 14° lim Z—Zk_1;

n—o n+1 nonie 2K
1 2 2n

1 2
15% limn|an 1|, a>0: 16° IimL;
> n>=(2n)1n

n 1

; 18° IimZn: ;

17° im >’

n—e 4= (2k)2 n-w 4=t \/n + k
n n 3
19° lim > ! : 20° lim k2 +k;
> i3\ n?+k el =N+ k
21° lim >’ L 22°
=% In+k

24° |im 4=

250 lim| &=L —

n 1 n
27° lim o[ [C* ; 28° lim [—2—dx;
n—o \[ 3 n~>000 1—X2

1
29° lim iJ'(arcsin x)";

n—owo n
1
n
30° lim j arctg nx dx 31°
n—o
/
i
1
n
lim j arcln nx dx;
n—oo 7

>
F
RN

Exercitiul 9.3.7.

Sa se studieze convergenta si in caz afirmativ s& se determine limita
pentru sirurile definite recurent dupa cum urmeaza:

1° x, =(n+2)x,,—(n+1)x, ,, X, =a, x,=2a;

2°n-x,,-(n-1)x,,-x,=0,neN, x,=a;

nel



3° (n+1)°-x, ,—n*-x,=2n+1, neN;

2
4% (n+1)"-x,,,-n*-x,=n+1, x,=a, neN;

X 3
5°x . =—"1 — neN, x,=a#~=;
3-2-x, 2
2-x,-1
6°x, ,=—""— neN, x,=a;

X

n

Exercitiul 9.3.8.
Folosind definitia limitei sa se arate ca:

10 i (mﬂ«,)z (n+2)4+(n+1)!
noel o 3ps i1 T (n+3)!

=(4,0);

2° lim Jﬁ—ﬁ,(_ﬂn, (_32i1+4n J:(o,o,1);
n—> no(-3) +4"

4 n
n n!zk_i

30 I ,_,k:1 — 1,0’1 ’
) S k(k+1)'n’" n+2 (109)

4% lim (-1) ,1+(_1) cos?Z | nu exista.
nool N 41 n! 2

Exercitiul 9.3.9.

In R? se considerd sirul: x, = (10), x, =(0,1), x, =(10), x, =(0,1),...
Sa se arate ca:

1° Tn metrica uzuala acest sir este divergent.

2° Sirul (|x,]) , este convergent.

Exercitiul 9.3.10.
Se considera spatiul metric (R,d,) unde d,(x,y)=|arctgx —arctgy|. Sa se

arate ca sirul (x,) ., x,=n, (V)neN este fundamental, dar nu este
convergent.

Exercitiul 9.3.11.
Fie (C[(;’b],d) spatiu metric unde d(f,g):\/ (f(x)—g(x)) dx .




Sa se arate ca sirul (f,(x)) , f,(x)=x", xe[0,1] nu este convergent in

((CO [O,1]),d), dar este sir fundamental.

Exercitiul 9.3.12.
Fie (R%d) spatiu metric, cu metoda euclidiana uzuala. Folosind criteriul

lui Cauchy, sa se studieze convergenta urmatoarelor siruri;

_ n —1)k_1 n+1
19 x = (__
X” z k ’ }

k=1 n
n 1 n (_1)/(71
0% =Y —
" ;kz’k:1 In(k+1)
n coskz
6

n-1 2
205 1+(-1) ; (n+1)
" 3" 3n*+n+1

Exercitiul 9.3.13.
Sa se gaseascd punctele limitd ale sirului u, =(x,y,.z,) pentru
urmatoarele cazuri:

1% x, =1+ (1) e (a>0);y, :sinz%r; z, ={1+2""  neN

20 x = Inn X ynzcosznTﬂ; zn:(—1)"-<’/ﬁ, neN

n
4/ .5
n

Exercitiul 9.3.14.

Sa se stabileasca daca functiile de mai jos admit puncte fixe si apoi sa se
gaseasca:

1°f:R>R, f(x

(%)

2° f:R—>R, f(x)

3 f:R>R, f(x)=sinx;
4°fFRSR, f(x)

50 f:R >R, f(x)=
|x|a-sin%, xeR\{0}; >0

6° f:R >R, f(x)=

/_J%\CD

0 x=0



Exercitiul 9.3.15.
Fie f:[a,b]—>[ab], (a<b) crescatoare. Sa se arate ca f admite cel

putin un punct fix.

Exercitiul 9.3.16.
Séa se arate ca urmatoarele functii sunt contractii pe multimile indicate,
considerate ca spatii metrice cu metrica euclidiana:

B oy
2 £:[-3-2] > [-3-2], 1(x) =31

30 £:[-10] > [-10], F(x) =11,

40 f:[t2]>[12], f(x)=¥5-x;
5° f:[-3,-2] > [-3;-2], f(x)= arcsinXTH.

Exercitiul 9.3.17.
Sa se aplice principiul contractiei pentru studiul convergentei sirurilor date
prin relatiile de recurenta:

19 x, =" _x X, €R dat, neN;

3\/5 n-17

2° x, :iarctgxn_1, X, €R dat, neN;
T

3% x, =1+Inyx, ,, X, €[1+) dat, neN;

Exercitiul 9.4.1.
Utilizand sirul sumelor partiale sa se studieze natura seriilor urmatoare si,
in caz afirmativ, sa se calculeze sumele acestor serii:
z 2n+3
a)

n1n(n+1)(n+2);
Zln[ﬂ n+3}
¢) 3 (Vn+2-24n+1+n);
iln(ch;] aeR,;




o, sin(2k—1)a

u,,unde u, = p
k=1

M

f)

3
Il
N

n+

1
u,,unde u, = » arctg—
i Z 95,7

NgE

g9)

>
[

Exercitiul 9.4.2.
Sa se cerceteze daca seriile urmatoare satisfac conditia necesara de

convergenta:

a) i(n+ZJn, abeR;

n+

6) 22 19 ae (072[];
gt )
2

Exercitiul 9.4.3.
Folosind primul si al doilea criteriu al comparatiei sa se studieze natura

seriilor:

o5 (T
n=1 (%/8n4 +1+3n* +2)

2 3In*+2n+3-3IYn*+n+3
X W vne3.

n \/n(n3 +n?+ 2)
oo 1+tg1

f) >in ’17
n=t 1—th

Exercitiul 9.4.4.
Folosind criteriile de convergenta, sa se stabileasca natura seriilor:



a) Z\/Z—\/2+x/2+...+\/§ (de n+1 ori se repeta radicalul);
n=1

. n+1
o0 n n2 n
C) ;(m) a", a>0
= a" (n!)2
d 0
) ; ) a>

.23+1)...(na+1)

0;: b>0;
2b+1)...(nb+1)’a> P

(2-2)", p,g>0; 1>2;

< n! 1
— 0; R;
9) nz_:‘a(a+1)...(a+n—1) n* azt ae

Exercitiul 9.4.5.

este convergenta si sa se aproximeze

< y R T
S& se arate ca seria ) ——
n=1 n * 3

suma sa cu trei zecimale exacte.

Exercitiul 9.4.6.

} RN Ul
Sa se arate ca seria Z 3
~In°n

este convergenta si sa se determine

numarul de termeni ce trebuie insumati pentru a obtine suma seriei cu trei
zecimale exacte.

Exercitiul 9.4.7.
Sa se cerceteze natura seriilor:

a) 3 (-1 (Vn+1-n);

n=1
ne1( 2N +1 !
1\ :
(1) [3n+1j ’
(_1)n+1 -\/H-lnn—_i_jll;

n_

b)

DM 2

c)

3
Il
N



0

d) (1) 4 -sinL.

n=1 n

Exercitiul 9.4.8.
Sa se studieze convergenta absoluta sau semiconvergenta urmatoarelor

serii:
a) ismgx, XeR:
n=t N
b)icosznx’ cR:
n=1 n
= n-1 sinn!
n=1
& n- 1
1\
9 ;( ) n-Inn’
n
0 tgi
_1 n—1. 5 .
¢) ;( ) n(n+1)

Exercitiul 9.4.9.

i )n> , este

Fie Zun o serie cu termeni pozitivi astfel incat sirul (u
n=1

descrescator, iar (an )n>1 un sir crescator divergent de numere naturale in asa fel

incat sirul cu termenul general sa fie marginit.

o0

Sa se arate ca seriile Zun si Z(an+1 —a,)-u, au aceeasi natura.

n=1 n=1

Exercitiul 9.4.10.
Fie seria Y u,, u, >0 convergenta.
n=1

Sa se arate ca:

Up+2u,+...+nu, _

a) lim 0

n—oo

> u,+2u,+...+nu ©
b | 1 2 n _
);nlgl n(n+1) ,,Z:;u"

Exercitiul 9.5.1.

Se da sirul de functii f, (x) =1+ x*", x e R si se cere:

i) multimea de convergenta si functia limita;

ii) sa se arate ca nu este uniform convergent pe (—1,1). Sa se determine o
multime de uniform convergenta.



Exercitiul 9.5.2.
Se da sirul de functii:

1 1 1
f(x)= + + , XeR.
(%) n’ + x? (n+1)2+x2 (n+2)2+x2

Sa se studieze convergenta.

Exercitiul 9.5.3.
Se da sirul de functii:

sinx sin2x sinnx
f.(x)= 7 +7+...+ e

f eR.
Sa se studieze convergenta.

Exercitiul 9.5.4.
Fie f :R—>R, f (x)=sin"x+cos" x, (V)n=1.

Sa se studieze convergenta sirului (f,(x)) _ .

Exercitiul 9.5.5.

nx?

Fie fn(X)ZW’ xXelR.
+ Nx

Sa se studieze convergenta girului.

Exercitiul 9.5.6.
Sa se determine multimea de convergenta pentru urmatoarele serii de

functii:
z(nm [11 2XxJ '
iﬂ‘ [1 j

=2

>

Exercitiul 9.5.7.
Sa se studieze caracterul convergentei urmatoarelor serii de functii pe
multimile indicate:

a) 1+i(x” —x”‘1), cand:
n=1



10 xG{o,l}
2

2° x e[0,1]

b)x+i{ X X )X:|,Xe[0,1]

p— 1+nx_1+(n—1

2nr
, COS——-X

=, sinnx
d) , cand:
2"

10 xela,2r-a), ae(0,27)
2° x €[0,27]

Exercitiul 9.5.8.
Este posibila integrarea termen cu termen a seriei:

a) in[n2 e —(n —1)2 -e(’”)zxz] x €[0,1]?
n=1

2 1
b) ;arctgm , xe[a,b]?

Exercitiul 9.5.9.
Este posibila derivarea termen cu termen a seriei:

0

Z[e’”x2 —e’(”’”xﬂ , xe[0,1]?

n=1

Exercitiul 9.5.10.
Sa se determine multimea de convergenta pentru urmatoarele serii de
puteri:




N Yo 2 (x-2)

Exercitiul 9.5.11.
Sa se determine multimea de convergenta si suma urmatoarelor serii de
puteri:

Exercitiul 9.5.12.

Sa se determine daca functiile urmatoare sunt dezvoltate in serii de puteri
Si sa se gaseasca aceasta dezvoltare, specificAndu-se intervalul in care este
valabila:

a) f(x)=sin’x, xeR

2
b) F(x)=—X XLy Rr\(12)
(x=1)"(x-2)

c) f(x):ln(1—x+x2), xeR
d) f(x)=vx+a*, x>-a’
e) f(x)= L , XeR

1- x+ x?
f) f(x)=Inx, x, =2

Exercitiul 9.6.1.
Se considera functia F: X < R - R?, F(x)=(f,(x).5,(x)).

Sa se calculeze limF(x) dacé:
x—0

a) F(X)z(exz —c2:osx,\”/1+x—\”/1—xj

X X



2 ! 3

b) F(x)= (1 —COSX - CC;SZX...COSI’)X arcsm);— arctng

Y1+ x -1 1-cos® x
©) F(X):[ X  x-sin*x

Exercitiul 9.6.2.
Se considera functia F: X c R — R?.
Sa se calculeze lim F(x) daca:

X—>0

a) F(x) - (1+x)n:x,(cosg]an
) F(x)- [X:m_ Jctg[ijm ’llr:](()): :e;))
c) F(x)= In(tex)’(z::i]xj

Exercitiul 9.6.3.
Folosind definitia limitei sa se arate ca:

Exercitiul 9.6.4.
Fie f:R:(R\{O} —>R), f(X,y):x-sin%

a) Sa se studieze existenta limitei in (0,0) si (1,0).
b) Sa se studieze existenta limitelor iterate in aceste puncte.

Exercitiul 9.6.5.
Sa se arate ca pentru functiile de mai jos nu exista Iirrgf(x,y) :

X—>
y—0

X2' 2
a) F:R2\{0,0} >R, f(xy)=—-L
x'+y
b) :R*\{(0,0)} > R, Fxy)= -2
X2+y4



c) F:R*\{(x,y)|x+y =0} >R, f(x )—M
) 24 y= d 34 _X3+y3
Exercitiul 9.6.6.

Pentru functiile de mai jos sa se calculeze Iirrg f(xy).
X—
y—0

2 2

a) F:R*\{(0,0)} >R, f(xy)= Xxi'jj

b) f:R, xR, >R, f(x,y)= x?y'tgﬁ.)}(/y
1
xt+y?

1
.e X2 +y?

c) F:R*\{(0,0)} >R, f(x,y)=

cos(x®+y°) sin(x*+y°)

i Y 2 =11-
d) f:R*\{(0,0)} - R?, f(x,y)=|1 1y: 1y

Exercitiul 9.6.7.
Sa se studieze continuitatea partiala a functiilor:

3x%y?

a) f:R* 5> R?, f(x,y)= xt+y* (xy)=#(0.0)

0 (xy)-(00)
b) 1R > B2, f(xy)=1""" (%¥)#(0.0)

1 5 (xy)=(00
T

Exercitiul 9.6.8.
Sa se studieze continuitatea functiilor:

y-e s
 (xy)#(0.0
a) PR SR, F(xy)=] , & ¥)*(00)

0 ; (x,¥)=(0,0)

2 2\ i |
b) f:R* > R?, f(x,y)= (X +y)S|nX Xy

0 ;x-y=0



1
(14 xy )l (x,y)#(0,0

0)
1 (x)=(00)

c)f:R xR, >R, f(x,y)_{

Exercitiul 9.6.9.
Sa se studieze continuitatea functiilor:

? f:R? > R?,
'X2_y2 , N , N
f(X,y): (Xy X2+y2’(X +y ) In(x +y )], (X,y);é(o,())
(00) - (xy)-(00)
i f:R? 5> R?,

sin(x3 +y3)

1
x2 +y?)-cos ,
(( y ) X2 1y X2+ y?

]; (x,y)=(0,0)

(0.0)  (xy)=(00)

Exercitiul 9.6.10.
Sa se discute dupa o € R continuitatea functiilor:

Xy
a)f:R* >R, f(xy)=4x*+y?’ (x.y)#(0.0)

0 (xy)=(00)

Sin(x2+a_y2).
b) f:R* >R, f(x,y)= Xyt (xy)=(0.0)

0 ; (x.y)=(0,0)

Exercitiul 9.6.11.

Care din functiile de mai jos se pozt prelungizprin continuitate?
a) F:R2\{(0,0)} > R, f(x) =%

b) f:R? \{(0,0)} —->R, f(xy)= exz";(;;‘*y2

In(1+x%y?) (1 sin? yz)leyz

c) F:R*\{(0,0)} > R?,f(x,y)= v

Exercitiul 9.6.12.
Sa se studieze continuitatea uniforma a functiilor:

a) f:R->R, f(x,y)=sinx



b) f:R, >R, f(x,y)=x-sin* x>
c) f:[le) >R, f(x,y)zﬁ/;, neN

d) f:(12)x(12) > R?, f(x’y):(;){’fj

Exercitiul 9.7.1.
Pornind de la definitie, s& se calculeze derivatele si derivatele partiale ale
functiilor de mai jos in punctele specificate:

a) f(x)=~5x+1, x,=3

b) f(x)=|n(x2 +5x), X, =1

c) f(x,y)=+sin*x+sin*y, f, (%Oj f, (%%)
d) f(x,y)=e", f. (1,%}, f (1,0)

e) f(xy)=3xPy . £.(-22), f.(-22), £, (-2,2)

Exercitiul 9.7.2.
Sa se studieze derivabilitatea functiilor:

a) f:R, >R, f(x)=(f(x).5,(x).f(x))
In(x2+3x); 0<x<1

unde f(x)=
1(x) é(x—1)+2|n2;x21
4

f(x)- In®x; O<x<e
2 ax+b; x>e

f,(x)=|nx-1; x>0
b) f:R > R?, f(x)=(f,(x).f,(x).f(x))

21 i x <1
unde f(x)= 0 s x =1
In(x2—2x+x); x>1

f,(x)= max[h - x3‘,3|x|]

xeR
f,(x)= rgg\{xz + 3x,x}

Exercitiul 9.7.3.
Sa se calculeze derivatele urmatoarelor functii:



2) 7= (1 ()04 (x)) unce
f1X): Xz—:ll;fz(x):31+3xz fs(X)_ sin-_
(x)) u

2
f X_1; f3(x)=arccos%
c) f(x)=(f(x).5,(x).f(x)) unde
X a-—2x
f(x)=arctg———; f,(x)=arctg————;a>0
() 1+1-x° 2 (%) g2\/ax—x2

Exercitiul 9.7.4.
Séa se demonstreze urmatoarele egalitati:

a) arcsiny1-x* +arccosx =z, x €(-10)

T

1 = ;xe(-1x)
b) arctgx + arctgm = g
—Tﬁ ;X € (—o0,—1)

c) arcsin x + 3arccos x +arcsin2x~/1— x* =377Z, XE(—%,%]

Exercitiul 9.7.5.
Sa se calculeze derivatele de ordinul n pentru functiile:

a) f(x)=(f,(x).f,(x).f(x)) unde:

f(x)= 1+x ()_|n1+x 3(X):m
b) f(x)=( f,(x).f,(x)) unde:
f,(x)=x> -e™; fz(x)—ln\/(1 5x+6x) ; f,(Xx) =sin3x-cos® x

Exercitiul 9.7.6.
Sa se arate ca functiile urmatoare satisfac relatia lui Euler si sa se verifice
prin calculul direct al derivatelor relatia gasita:

a) f(xy,z)=\x*+y*+2° nX
y

< |x

b) f(x,y,z)=="e

X
y
o) f(x,y,z): X+y+2z 1

(x2 +y? +22)5




Exercitiul 9.7.7.
Sa se calculeze derivatele specificate pentru urmatoarele functii:

a) F(x,y):(ln(ax+by),it§]; 8;3?;5'”
. . ommE
b) F(x,y):((x2+y2)-e y,cos(x+y)), W
' . 8n+mF
F _ b 6 b 6 b -
c) F(x,y)=(sin(ax+by),sin® (ax + by )+ cos’® (ax +by)); X oy

Exercitiul 9.7.8.
Presupunand ca functiile ¢ si v sunt derivabile de un numar suficient de

ori, sa se verifice urmatoarele egalitati:
0z 0z

a)}/-&—X-E:O; z:qo(x2+y2)

b) XZ-%—Xy-Z—}Z/:sz; z:é/_;(p(x.y)

c) (Xz—yz)'g—)z(Jerg—;:xyz; zzey.(p(y.e;yzz]

d) x Z—+y.g_;+y.g_g:u+ﬂ, U= Zy-|nX+X (0(%,;)
&) -T2y ggx % 2%’ o,u:gogjﬂ '/’(%]

Exercitiul 9.7.9.
Pornind de la definitia diferentialei sa se arate ca functia:
f(x,y)=27x> +54x’z +36xy* —82°

este diferentiabild pe R>.

Exercitiul 9.7.10.
Se considera functia:

X -y
f(x.y)= Yy (xy)#(0.0)
0 ;(xy)=(00)

Sé& se arate ca f este diferentiabila pe R?.
Sa se arate ca f admite in orice punct derivate partiale de ordinul doi.

Sa se arate ca f,, si f, nu sunt continue in origine.

Exercitiul 9.7.11.



Sa se calculeze diferentialele de ordinul indicat pentru urmatoarele functii:
a) d’u; u=x>+y>-3xy(x-y)

b) d°u; u=sin(x*+y?)
c) d*u; u=In(x*-y”.z*)
d) d'u;u=e

e)d'u;u=e

ax+by

ax+by+cz

Exercitiul 9.7.12.
Sa se calculeze diferentialele de ordinul doi pentru urmatoarele functii:

a) F(t)=f(t*Int)
b) G(t)=g(t*Int,e")

c) U(x,y,z)=u(x+y+z,x2 +y? +22)

Exercitiul 9.7.13.

Sa se scrie formula lui Taylor pentru functile de mai jos in punctele
specificate:

a) f(x,y)=e* in punctul (1,-1)

b) f(x,y)=e€*-siny in punctul (0,0), formula lui Taylor de ordinul trei.

Exercitiul 9.7.14.
Sa se determine punctele de extrem local pentru functiile:

a) f(x,y):xy+@+@; x>0;y>0
X y

b) f(x,y):xyln(x2 +y?); (xy) e R*\{(0,0)}
c) f(x,y,z)=x"+y*+2* —xy +x-2z
2 2
d) f(x,y,z)=x+y—+z—+z; x>0;y>0;z>0
4x y z
e) f(x,y,z):1+£+1+i; x>0;y>0;z>0
x y z 16

Exercitiul 9.7.15.

Sa se gaseasca punctele de extrem si extremele functiilor cu legaturile
specificate:

a) f(x,y)=x"+y"(x=0,y 20,m>1) cu conditia x+y-2=0

b) f(x,y)=x*+xy+y?+x—y+1 cuconditia x*+y?-1=0



N
N
N

c) f(x.y,z)=x*+y?+2 cu conditia

mN| >
%S
0M| N

(a>0,b>0,c>0)
s X+y—z_3:0
d) f(x,y,z) = Xyz cu conditiile
x-y-z-8=0
e) f(x,y,z) = xyz cu conditiile {X+ y+z=5
Xy +yz+zx=8

Exercitiul 9.8.1.

Séa se calculeze derivata intdi si a doua a functiilor definite implicit de
urmatoarele egalitati:

a) x’+y°®-3axy =0; y =y(x)

b) xy —Inchxy; y =y(x)

Exercitiul 9.8.2.
Sa se calculeze derivata intdi si a doua ale functiei y:y(x) definita

implicit de ecuatia: arctgx—ln(x2 +y?)=0.
X
Exercitiul 9.8.3.
Sa se calculeze y' dinrelatia: x* —y* =0.

Exercitiul 9.8.4.
Sa se calculeze y" din relatia: ch2y ~2e" =0,

Exercitiul 9.8.5.
S& se calculeze y" din relatia: x ++/y +z+3y -x=0.

Exercitiul 9.8.6.
Sa se calculeze y" dinrelatia: y-e” —x=0.

Exercitiul 9.8.7.
Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul intéi si doi ale functiei

z =z(x,y) definitd implicit de egalitatile urmétoare:
x* y* z

a) 5 +-5+—-1=0

2 2 2
a’ b®> ¢

_ _ 4
b) z-e“+y-e™” —arcsin—=0
X

Exercitiul 9.8.8.



Stiind ca z=2z(x,y) este definita implicit de ecuatia:

a) In(x +yz)—4-e‘22X =0

zx zy
b) tg==—ch=L =0
) 9 5

sa se calculeze derivatele partiale de ordinul intai si doi.

Exercitiul 9.8.9.
O functie u=u(x,y,zt) este definitd implicit de ecuatia: f(x,y,zt,u)=0.

Sa se arate ca:

; A
A
(j FoEf
ou v

Exercitiul 9.8.10.
X+y+z-1=0
Relatiile < x* + y* + z* -2t =0 definesc pe x, y, z ca functiide ¢.
X*+y*+Z22-=0
Sa se calculeze: % d_y %
dt  dt dt
Exercitiul 9.8.11.

X*+y*+72°-R*=0

Relatiile { definesc pe y, z ca functiide x.

x*+y*+2°-3xyz-a*=0
dy . dz

Sa se calculeze: — si —.
dx = dx

Exercitiul 9.8.12.

Sa se arate ca functia z=2z(x,y) definita implicit de ecuatia F(i,xj =0,
z'z

z+0 unde F(u,v) este derivabila partial in raport cu u si v verifica relatia:

X-z,+y-z,=2

Exercitiul 9.8.13.
Sa se calculeze z,, z

y!
ecuatia:
F(x,x+y,x+y+z)=0
unde F(u,v,w) este o functie care admite derivate partiale de ordinul intéi si doi

z, dacd z=2z(xy) este definitd implicit de

inraportcu u, v, w.



Exercitiul 9.8.14.

Sa se arate cd ecuatiile de mai jos definesc implicit o functie z=f(x,y) in
vecinatatea punctelor indicate:

a) xy +yz+z°x=1; (11,0)

X2 y2 ZZ . .
b) ?4‘?4‘?:1, a,b,C >O, (0,0,C)

c) 22-3xyz=a’; a=0; (0,1a)
d) x+y+2z=e*; (10,0)

e) 2z =x* +y? -tgﬁ

f) (x+y)-e"—xy-z=0;(2,2,0)

; (11,0)

Exercitiul 9.8.15.
Sa se afle extremele functiei y =f(x) definita de ecuatiile de mai jos:

a) x> +2y*-2xy+4x-y+6=0
b) y?+2x*y -3=0
c) xX*+y®-3x’y-3=0

Exercitiul 9.8.16.
Sa se gaseasca punctele de extrem ale functiilor z:f(x,y) definite de

ecuatiile:
a) 2x* +6y* +22z° +8xz—-4x -8y +3=0
b) x°’y —3xy? +y? +z2* +6x+7y-3z-14=0
c) x*+y*+2* =2(x2+y2+zz)

Exercitiul 9.8.17.
u=x*+y*+2°
Séa se arate ca functiile Jv=x+y+2z sunt in dependenta functionala
W =Xy + yZ + zX
si sa se determine relatia dintre ele.

Exercitiul 9.8.18.



Yi=XX3+ XX,
< . . Yo = XiXy + XX
Sa se arate ca functiile

, o, _» _, sunt in dependenta
V=X + X = X3 =X,

Vo =X+ X5+ X2+ X,
functionala si sa se determine relatia dintre ele.

Exercitiul 9.8.19.
Se considera functiile:

u:f(y—zj; V:f(x+2y+z} W:f[x—yj
X+2Z X+2Z y+z

unde f, g, h sunt bijectii.

Sa se arate ca u, v, w sunt in dependenta functionala si sa se determine
relatia dintre ele.

Exercitiul 9.8.20.

u :f(_y” j
y+z—-x
Fie functiile v=g(iJ unde f, g, h sunt bijectii.
Z+XxX-y
W:hﬂlﬁl;)
X+y-z

Sa se arate ca u, v, w sunt in dependenta functionala si sa se determine
relatia dintre ele.

Exercitiul 9.8.21.
aX+a,y +a,z
u=-— 1 1
ax+ayy +a,z
. b,x +b,y + b,z
bix+by +blz

Fie functiile

Wy = SXFCoY +CeZ
1 1 1
CX+C,y +CsZ




Sa se arate ca u, v, w sunt in dependenta functionala gi sa se determine
relatia dintre ele.

Exercitiul 9.8.22.
Sa se determine functia ¢ derivabila, astfel incat

_ e(x)+oly)
1=9(x)-(y)
sa fie in dependenta functionala.

u=p(x+y), v

Exercitiul 9.8.23.
Sa se determine functia ¢, astfel ca

u=g(x+y), v=o(x)-o(y)
sa fie in dependenta functionala.
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